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Предисловие и методические 
рекомендации 


Уважаемый читатель, перед тобой пособие по физике, изучение которого помо¬ 
жет самостоятельно подготовиться к выпускным экзаменам в школе и успешно 
сдать вступительные экзамены в ВУЗ. Данное пособие подготовлено на основе 
большого практического опыта, накопленного авторами при работе с абитуриен¬ 
тами, при приеме вступительных экзаменов и при работе со студентами первых 
курсов, что позволило выявить наиболее сложные для понимания школьниками 
вопросы физики и дать краткое, но корректное их изложение. 

Каждая глава начинается с теории, несмотря на краткость изложения кото¬ 
рой она включает почти все вопросы, имеющиеся в программе по физике для 
вступительных экзаменов. После теоретической части приведены и подробно 
разобраны решения задач, расположенных в порядке возрастания сложности. 
Опыт показывает, что именно решение задач оказывается “камнем преткнове¬ 
ния” при поступлении в ВУЗ. Нельзя дать рецепта для решения всех задач по 
физике, можно только научить грамотному подходу к задаче, который позволит 
найти ее решение. 

Первая часть пособия посвящена таким разделам физики, как механика, мо¬ 
лекулярная физика и термодинамика. Кроме того, авторы сочли необходимым 
включить в пособие главу, посвященную свойствам жидкости. Хотя этой темы 
в настоящее время нет в программе, однако задачи, связанные с этой темой, 
довольно часто предлагаются на вступительных экзаменах на физические фа¬ 
культеты некоторых ВУЗов. Заметим, что знание основ механики необходимо 
для решения задач почти всех последующих разделов курса физики, таких, как 
электростатика, в которой изучаются условия равновесия электрических заря¬ 
дов (решаются фактически задачи статики), магнетизм, где рассматриваются 
движения проводников с током в магнитном поле (динамика), движение заря¬ 
дов в магнитном поле (динамика вращательного движения тела) и т. д. Поэтому 
авторы настоятельно рекомендуют обратить особое внимание на методику реше¬ 
ния задач по механике. 

Простое чтение данного пособия вряд ли будет особенно полезным. Авторы 
рекомендуют изучать изложенный материал с карандашом в руках и попытать¬ 
ся сразу же после прочтения повторить решение самостоятельно, следуя логике 
изложения решения в пособии. Мы советуем обратить внимание на проверку 
наименования (размерности) полученных величин. Правильное наименование 
есть одно из подтверждений правильности решения. Заметим, что все вычисле¬ 
ния проводятся в СИ (международная система единиц). Поэтому, если величина 
в условии задачи приведена в другой системе единиц, то в скобках указывается 
значение в СИ. Кроме того, при решении мы приводим не только конечные фор- 
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мулы и численный результат, но и подробно показываем, как он был получены, 
какие конкретные цифры были подставлены. Обращаем внимание читателя на 
рисунки к решениям задач, особенно по механике. Чертежи, грамотно расста¬ 
вленные силы, действующие на тело, облегчают решение задачи. 

В конце каждой главы дается несколько задач, которые мы предлагаем ре¬ 
шить самостоятельно. 

Авторы и издательство будут очень благодарны читателям, которые сообщат 
о замеченных в книге опечатках и неточностях. Издательство учтет их при 
переиздании книги. 

Желаем успеха! 


Авторы 


Механика 


Глава 1 

Введение. Кинематика 


Механика изучает механическое движение, условия и причины, вызывающие 
данное движение, а также условия равновесия тел. Механическим движением 
называется изменение положения тела или его частей относительно других тел с 
течением времени. Всякое движение относительно. Характер движения зависит 
от того, относительно каких тел мы рассматриваем данное движение. 

Тело, относительно которого мы рассматриваем положение других тел в про¬ 
странстве, называется телом отсчета. 

Системой отсчета называют систему координат, связанную с телом отсчета, 
и выбранный метод отсчета времени, т. е. часы. 

Выбор системы отсчета зависит от условий данной задачи. Движение реаль¬ 
ных тел, как правило, сложное. Поэтому для упрощения рассмотрения движе¬ 
ний пользуются законом независимости движений: всякое сложное движение 
можно представить как сумму независимых простейших движений. К простей¬ 
шим движениям относятся поступательное и вращательное. 

В физике широко пользуются моделями, которые позволяют из всего много¬ 
образия физических свойств выбрать главное, определяющее данное физическое 
явление. Одними из первых моделей реальных тел являются материальная точ¬ 
ка и абсолютно твердое тело. 

Материальной точкой называется тело, размерами и формой которого мож¬ 
но пренебречь в условиях данной задачи. Абсолютно твердым телом называ¬ 
ется тело, расстояние между любыми двумя точками которого остается посто¬ 
янным при его движении. 

Эти модели позволяют исключить деформацию тел при движении. 

Поступательным называется движение, при котором отрезок, соединяющий 
любые две точки твердого тела, перемещается при движении параллельно само¬ 
му себе. Из этого следует, что все точки тела при поступательном движении 
движутся одинаково, т. е. с одинаковыми скоростями и ускорениями. При¬ 
мером поступательного движения может служить движение кабины “чертова 
колеса”. 

Вращательным называется движение, при котором все точки абсолютно 
твердого тела движутся по окружностям, центры которых лежат на одной пря¬ 
мой, называемой осью вращения, причем эти окружности лежат в плоскостях, 
перпендикулярных оси вращения. 

Пользуясь законом независимости движений, сложное движение твердого 
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тела можно рассматривать как сумму поступательного и вращательного движе¬ 
ний. 

Одним из первых разделов механики является кинематика, изучающая меха¬ 
ническое движение тел без выяснения причин, вызывающих данное движение. 

Можно воспользоваться понятием материальной точки для изучения посту¬ 
пательного движения абсолютно твердого тела, так как все точки движутся 
одинаково. Для определения положения материальной точки в пространстве и 
описания ее движения необходимы следующие понятия. 

Перемещение Аз — вектор, соединяющий начальную и конечную точки тра¬ 
ектории, по которой двигалась материальная точка некоторый промежуток вре¬ 
мени Д і. 

Траектория — линия, описываемая при движении материальной точкой в 
пространстве. 

Путь I — сумма длин отрезков траектории. 

При прямолинейном движении (траектория — прямая линия) модуль пере¬ 
мещения Аз равен длине пути /, если движение происходит в одном направле¬ 
нии. 

Быстрота изменения положения материальной точки в пространстве с тече¬ 
нием времени характеризуется средней и мгновенной скоростями. 

Средняя скорость — векторная величина, равная отношению перемещения 
к промежутку времени, за которое это перемещение произошло: 

ѵ ср = Аз/А1. (1.1) 

Пусть точка движется по траектории от А до В. На рис. 1.1 показаны переме¬ 
щение Де и вектор средней скорости ѵ ср . 

Часто для характеристики движения вводится средняя скорость прохожде¬ 
ния пути, равная отношению пути к промежутку времени, за который этот путь 
пройден: 

»>ср(») = АІ/Аі. (1.2) 

На рис. 1.1 Д/ — это длина дуги АВ. Ясно, что, поскольку |Дз| < Д/, то |ѵ ср | < 
< ѵ ср (/). Скорость в данный момент времени определяется мгновенной скоро¬ 
стью. 

Мгновенной скоростью называется предел отношения перемещения Де к про¬ 
межутку времени Д і, за который это перемещение произошло, при стремлении 
Аі к нулю: 

Ум™ = Нт Аз/АI. (1.3) 

д*—о 

Мгновенная скорость направлена по касательной к траектории. Это вытекает 
из следующих соображений: ѵ ср направлено вдоль секущей АВ (рис. 1.1). Если 
Д< стремится к нулю, то в пределе точки А и В сольются в одну точку, при этом 
секущая превращается в касательную. 
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Равномерное прямолинейное движение 

Равномерным прямолинейным называется движение, при котором материаль¬ 
ная точка за любые равные промежутки времени совершает одинаковые пере¬ 
мещения. При этом движении мгновенная скорость совпадает со средней: 

Ѵцгн ~ Ѵср — Аз/ Аі. 

Если выбрать ось х вдоль направления движения, то проекция скорости на ось 
х равна величине скорости: 

ѵ х — ѵ. 

Из определения скорости следует 

ѵ = (х- х 0 )Ц , 

откуда закон движения материальной точки, т. е. х = /(<), имеет вид 

х — хо + ѵі, (1.4) 

где хо — координата материальной точки в момент времени 1=0. Если скорость 
направлена в сторону, противоположную положительному направлению оси х, 
то 

х = Хо — ѵі. (1.5) 

На рис. 1.2 показаны зависимости ѵ(і) и х(і) от времени. 


Относительность движения 


Для описания движения необходимо выбрать сйстему отсчета. В ряде задач 
приходится рассматривать движение одного и того же тела относительно раз¬ 
ных систем отсчета, причем эти системы могут двигаться относительно друг 
друга. Обозначим скорость движущейся системы отсчета относительно не¬ 
подвижной ѵо, скорость тела относительно неподвижной системы отсчета ѵ. 
Обычно в качестве неподвижной принимается система отсчета, связанная с Зе¬ 
млей. Пусть в начальный момент времени начала координат, связанных с по¬ 
движной и неподвижной системами отсчета, совпадают (рис. 1.3,а). Матери¬ 
альная точка находится в начале координат. За время АІ материальная точка 
перемещается в неподвижной системе на Да, в подвижной на Де', начало же 
подвижной системы переместилось на Да 0 (рис. 1.3,6). Из рисунка видно, что 
Да = Дао 4- Да'. 

Разделив на Аі левую и правую части равенства, получим 


Да 

~АІ 


Да 0 Да' 
~ ~КГ + ~АГ’ 


откуда 


ѵ = ѵ 0 + ѵ'. 


( 1 . 6 ) 


Полученное уравнениие выражает классический закон сложения скоростей. 


Примеры решения задач 

Задача 1. 1) Поезд прошел первую половину пути со скоростью «і = 72 км/ч, 

вторую половину пути — со скоростью 30 км/ч. 
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2) Поезд шел первую половину времени движения со скоростью 72 км/ч, а 
вторую половину времени со скоростью 36 км/ч. 

Определить среднюю скорость поезда в первом *' р и во втором *' р случаях. 

Дано: *і = 72 км/ч (20 м/с), * 2 = 36 км/ч (10 м/с); ѵ' р — ? ѵ" р — ? 

Решение. Средняя скорость прохождения пути 

*ср — 1/1. 

1) Время движения складывается из двух разных промежутков времени: і\ 
— времени, в течение которого поезд движется со скоростью ѵі и равного //2*і, 
и <2 — времени, в течение которого поезд движется со скоростью ѵ 2 и равного 


//2*2: 

< — <1 + <2 — //2*1 + //2*2, 

откуда 

, _ / _ 2*1*2 

ср //2*1 + //2*2 *1 + *2 ' 

, 2-20-10 , „ . 
ѵ с Р = 30 м/с = 13,3 м/с. 


2) Длина пути слагается из двух разных участков пути: на первом поезд 
движется со скоростью *і и длина участка равна /і = Ѵ\і/2, на втором поезд 
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движется со скоростью г 2 и длина этого участка пути / 2 = ѵ 2 </2: 


Отсюда 


I — Іі + Ь — (^і<)/2 + (ѵ 2 <)/2. 


ѵ ср = V* = (ѵі + ѵ 2 )/2, ѵ' с ' р = 15 м/с. 

Задача 2. Сколько времени пассажир, сидящий у окна поезда, идущего со ско¬ 
ростью Гі = 54 км/ч, будет видеть проходящий мимо него встречный поезд, 
скорость которого Ѵ 2 = 36 км/ч, длина I = 150 м. 

Дано: ѵі = 54 км/ч (15 м/с), ѵ 2 = 36 км/ч (10 м/с), I = 150 м; і — ? 

Решение. Промежуток времени, в течение которого пассажир будет видеть 
поезд, равен 1/ѵ", где ѵ" — скорость второго поезда относительно пассажира. 
Рассмотрим движение пассажира относительно земли и относительно 2-го поез¬ 
да, с которым свяжем движущуюся систему отсчета. Согласно (1.6), 

V = ѵ 0 + ѵ', 

где ѵо — скорость второго поезда относительно земли, т. е. ѵо = ѵ 2 ; ѵі — 
скорость пассажира относительно земли, т. е. ѵ = ѵі; ѵ' — скорость пассажира 
относительно второго поезда, скорость ѵ' по величине равна ѵ": 

ѵ ; = V - Ѵ 0 = Ѵі - ѵ 2 . 

По правилу вычитания векторов (см. рис. 1.4) 


ѵ' = Ѵі + Ѵ 2 , І = 1/ѵ' = 1/(ѵі + Ѵ 2 ), і = , С = 6с. 

15 + 11) 

Задача 3. Лодочник перевозит пассажиров с одного берега на другой за время 
I = 10 мин по траектории АВ (рис. 1.5). Скорость течения реки ѵ р =0,3 м/с, 
ширина реки 240 м. С какой скоростью ѵ относительно воды и под каким углом 
а к берегу должна двигаться лодка, чтобы достичь другого берега за указанное 
время? 

Дано: г р = 0,3 м/с, / = 240 м, і = 10 мин (600 с); г — ? а — ? 
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Рис. 1.4. 


В 



Решение. Относительно берега (неподвижной системы координат) скорость 
лодки равна 

ѵ — 1/1. 

Эта скорость является суммой двух скоростей: скорости лодки относительно 
воды ѵ' (скорости относительно подвижной системы отсчета) и скорости реки 
ѵ р (скорости подвижной системы отсчета относительно неподвижной). Соглас¬ 


но (1.6), 


V = Ѵр + ѵ'. 


Так как по условию задачи скорость лодки относительно берега направлена 
вдоль АВ, а скорость реки перпендикулярно АВ, то скорость лодки относительно 
воды 

ѵ' = ^ѵ 2 + ѵ 2 , ѵ' = 0,5м/с. 

Искомый угол можно найти из выражения 


ѵ I 
і & а= — = — 
ѵ п Іѵ п 


1%а = 


240 


0,3-600 


М 

0,3 


4 

3 ’ 


г, а 


53° 


Движение с переменной скоростью 

Величина, характеризующая быстроту изменения скорости, называется ускоре¬ 
нием. 

Среднее ускорение — величина, равная отношению изменения скорости к 
промежутку времени, за который это изменение произошло: 

вер = Дѵ/Д<. (1.7) 

Если ѵі и ѵ 2 — мгновенные скорости в моменты времени и < 2 , то 

Дѵ = ѵ 2 -ѵі, Аі = і 2 - іі- 

На рис. 1.6 изображены векторы мгновенных скоростей. Чтобы их сравнить, 
сделаем параллельный перенос вектора ѵ 2 в точку А. Тогда Дѵ определит на¬ 
правление вер. 
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і 

а ср 

Рис. 1.6. Рис. 1.7. 

Мгновенное ускорение — ускорение тела в данный момент времени. Это фи¬ 
зическая величина, равная пределу отношения изменения скорости к промежут¬ 
ку времени, за который это изменение произошло, при стремлении промежутка 
времени к нулю: . 

а мгн = Нт Дѵ/Д і. (1.8) 

д*-»о 

Вектор а ыгн направлен так же, как и вектор Дѵ при Д< —► 0, и не совпадает в 
общем случае с направлением вектора скорости ѵ. 

Пусть а ыгн направлен, как указано на рис. 1.7, под углом к вектору скорости. 
Ускорение характеризует изменение скорости по величине и по направлению. 
Разложим ускорение на две составляющие: а т — тангенциальное ускорение и 
а п — нормальное (центростремительное) ускорение. Компонента а т направлена 
по касательной к траектории и характеризует изменение скорости по величине, 
а„ направлено к центру кривизны траектории (по нормали к скорости) и харак¬ 
теризует изменение скорости по направлению. Компонента а„ = г 2 /Я (покажем 
ниже), где ѵ — мгновенная скорость, К — радиус кривизны траектории в дан¬ 
ной точке, 

®мгн = ®г "Ь а„. (1-9) 

Модуль мгновенного ускорения равен 

Омгн = Ѵ а т + а п- (ІЮ) 




Прямолинейное равноускоренное движение 

Если а„ = 0, т. е. скорость не изменяется по направлению, а а т остается посто¬ 
янным, то материальная точка движется прямолинейно и равноускоренно. В 
этом случае среднее ускорение равно мгновенному: 

®ср = ®мгн • 

Направим ось х вдоль направления движения ( а х = а, ѵо х = ѵо, ѵ х = ѵ). Тогда 
из определения ускорения следует 

а = (г - ѵ 0 )/і, 


откуда 


ѵ = го + аі. (111) 

При равномерном движении перемещение равно Де = ѵі и, как видно из рис. 1.2, 
численно равно площади прямоугольника. Если скорость изменяется со време¬ 
нем, то, разделяя промежуток времени на малые промежутки, в пределах каждо¬ 
го из которых скорость можно считать постоянной, получим, что перемещение 
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за некоторый промежуток времени Аі численно равно сумме площадей малых 
прямоугольников или площади криволинейной трапеции (рис. 1.8). 

Зная закон изменения скорости при прямолинейном равноускоренном дви¬ 
жении и изобразив его на графике (рис. 1.9), мы имеем для перемещения сле¬ 
дующую формулу: 


д ѵ 0х + ѵ х 
Ах = --- <і = 


— *і = ѵ 0х 1і + а х і\/ 2. 


( 1 . 12 ) 


Следовательно, положение (координата) материальной точки определяется вы¬ 
ражением 

х = х 0 + Ѵ 0х і + а х і 2 / 2 . 

Если ускорение или скорость направлены в сторону, противоположную напра¬ 
влению х, то проекция их на ось х будет отрицательной. Поэтому в общем виде 
формула для скорости и закон движения запишутся так: 


ѵ = ѵ 0 + а I, 

ѵ х = ±ѵ 0 ±аІ, (113) 

Дз = ѵо< + а< 2 /2, 


или в проекции на ось х 

х = 2 о ± ѵоі ± аі 1 /2. (1-14) 

Если начальная скорость и ускорение совпадают по направлению, движение тела 
будет ускоренным, если направления их различны, то движение замедленное. 
Изобразим на графиках зависимости 

х(і), ѵ х (1) и а х (<) 

(см. рис. 1.10) в случае ускоренного и замедленного движений, при условии 
«ох > 0. Из рис. 1.10 видно, что если а х > 0 и совпадает с направлением началь¬ 
ной скорости, то скорость непрерывно возрастает, что следует из рис. 1.10,5, 
а также 1.10,в — увеличивается тангенс угла наклона графика х(<), который 
определяет скорость материальной точки « = Ах/ Аі — (,§а. График х(<) при 
а х > 0 — парабола с ветвями, направленными вверх (рис. 1.10,в). Вершина па¬ 
раболы в общем случае не совпадает с началом координат. При а х < 0 скорость 
уменьшается до 0, а затем тело изменяет направление движения и величина 
скорости будет увеличиваться (рис. 1.10,д). График х(1) при а х < 0 (рис. 1.10,е) 
представляет собой параболу с ветвями, направленными вниз. 
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Рис. 1.10. 


Примеры решения задач 

Задача 4. На рис. 1.11 изображена зависимость скорости от времени. 

1) Нарисовать зависимость ускорения и перемещения от времени. 

2) Определить перемещение за время Аі = < 3 . 

3) Определить среднюю скорость движения в течение промежутка времени 
Аі — <3. 

Решение. В течение промежутка времени от 0 до і\ материальная точка 
движется равноускоренно, так как скорость растет со временем по линейному 
закону. Ускорение равно 

(<»і)* = (ѵі - 0 )/<і = 1 м/с 2 . 

В течение промежутка времени Аі = І 2 — і\ материальная точка движется рав¬ 
номерно ѵ — ѵ\ = сопзі, а? = 0. При і > <2 точка движется равнозамедленно с 
ускорением 

( а з)х = ^—у- = -0,5 м/с 2 . 

* 3 — 12 
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На рис. 1.12а изображена зависимость а х от і. Зависимость х(і) в интервал! 
О < I < определится по формуле х = 0 + а^і 1 /2 и при I = ц = аі х і\/2 - 
= 8 м. Скорость в момент времени і\ станет равна і>і, и тело начинает двигаться 
равномерно: 

Х = Хі +Ѵі х (І-Іх). 

В момент времени < 2 координата материальной точки = 8 + 4 • 6 = 32 м. 
Начиная с і = * 2 тело движется равнозамедленно: 

*з = х 2 = ѵі х (1 3 - < 2 ) + а 2х (1 3 - < 2 ) 2 /2. 

К моменту времени 1 3 х равно: 

х 3 = 32 + 4(18 - 10) - 0,5(18 - 10)72 м = 48 м, 
ѵ ср = х 3 /1 3 = 48/18 “ 2,7 м/с. 
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На графике зависимость х (<) изобразится следующим образом (рис. 1.126). Кри¬ 
вая, изображающая зависимость х(і), состоит из трех участков: параболы, пря¬ 
мой, параболы. Отметим, что парабола плавно переходит в прямую в точке А (и 
в точке В), так как значение мгновенной скорости определяется тангенсом угла 
наклона касательной к графику х(і) и в каждой точке графика должна быть 
единственная касательная. Перемещение также можно было бы определить как 
площадь трапеции: 


*з = *>іг<і/2 + ѵі х (І2 — і 1) + ѵі х (із — <г)/2, 

х 3 = [(4 • 4)/2 + 4 • 6 + (4 • 8)/2] м = 48 м. 


Задача 5. Тело брошено вверх с высоты Ло = 2 м со скоростью 30 м/с. Опреде¬ 
лить 

1 ) время полета до падения на землю <; 

2) максимальную высоту подъема Л тах ; 

3) конечную скорость ѵ кои . 

Дано: Л 0 = 2 м, ѵ 0 = 30 м/с, д = 9,8 м/с 2 ; і — ? Л тах — ? ѵ ко „ — ? 


Решение. 


Свободное падение тел, т. е. движение под действием силы тяжести при от¬ 
сутствии сопротивления, — это типичный пример равнопеременного движения. 
Отметим, что тело движется с постоянным ускорением § — ускорением свобод¬ 
ного падения, направленным вертикально вниз. Ось у направим вертикально 
вверх. Начало отсчета координат поместим на поверхности земли (рис. 1.13). 
Проекция начальной скорости на у положительна: 


Ѵоу = Ѵо > 0 . 

Проекция ускорения на у отрицательна: 

а у - -д < 0. 

Запишем уравнение движения согласно (1.14): 

у(<) = Л 0 + ѵ 0 і - ді 2 / 2 , 


где уо = Л 0 . 

1) Когда тело упадет на землю, у(і) станет равным нулю. Из этого условия 
можно определить время полета тела: 


0 = Ло 4- го< - ді 2 / 2. 


Решая квадратное уравнение, получим 



Очевидно, і > 0, поэтому выбираем 



Скорость при движении изменяется согласно формуле (1.13): 

Ѵу = ѵ 0 у - ді. 

В наивысшей точке подъема скорость станет равной нулю: 

0 = і>о діпол • 
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Отсюда время подъема до наивысшей точки 


*под — «Оу/ 9- 

2) Подставляя это выражение в уравнение движения, найдем максимальную 
высоту подъема /і тах : 

**тах = Ло 4" «О*под 0*под/^> 

Лтах = *»о + ѵі/д - дѵЦ2д 2 = Н 0 + ѵ%/2д, 
п 900 

«тах = 2м + —— ■■■ М = 47, 9 М. 
х • У, о 

3) Для определения скорости тела в момент падения на землю подставим 
найденное время полета в уравнение для скорости (1.13): 


. «о + \/ѵ$ + 2дНо 

«кон — «оу ді — «О 9 > 

9 

«кон = ~\/«0 +20*0, 

«кон = —\/900 + 2 • 9,8 • 2 м/с = —30,6 м/с, 


Конечная скорость направлена вниз, поэтому ее проекция на ось у отрицательна, 
что и получено при решении задачи. 


Задача 6. Тело падает с высоты Но и при ударе теряет 20% своей скорости. 
Определить максимальную высоту, на которую поднимется тело после удара. 

Дано: Н 0 , «і = 0,8и 0 ; Н — ? 

Решение. Пусть ось у направлена вертикально вверх, начало отсчета лежит 
на поверхности земли. Проекция ускорения на ось у а у — —д, ѵо у = 0. Тогда 
уравнение движения тела до удара, согласно (1.14): 

У = Н 0 - ді 2 /2. 

Для скорости (согласно (1.13)) имеем: 

ѵ у = -ді. 

Время падения определится из условия у = 0: 


Ло = ді 1/2, іі = \/2Но/д. 

Скорость в момент падения ѵо равна 

«о — —у/^дНо. 

При ударе теряется 20% скорости, поэтому скорость ѵ, с которой тело начинает 
двигаться вверх, равна 

«і — 0, 8і>о = 0, 8\/2у/іо. 

Время подъема <2 после удара определяется из условия 

«у = «і-0<2= 0, <2 = «і/<7- 

Подставив <2 в уравнение движения у = ѵ\і — ді 2 /2, получим 

Н = «і/2 д = 0,64/» 0 . 
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У 
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о 

Рис. 1.13. 



Лг 


7777^/7777777 

'У 

Рис. 1.14. 


Задача 7. Тело падает вертикально вниз с высоты 20 м без начальной скорости. 
Определить 

1) путь Л, пройденный телом за последнюю секунду падения, 

2 ) среднюю скорость падения ѵ ср , 

3) среднюю скорость на второй половине пути г срз . 

Считать д = 10м/с 2 . 

Дано: Ло = 20 м, ѵо = 0, Ді = 1 с; Л — ? г ср — ? ѵ срз — ? 

Решение. Направим ось у вертикально вниз, и пусть начало координат со¬ 
впадает с начальным положением тела. Тогда а у = д (рис. 1.14). 

1) Согласно (1.14), уравнение движения запишется в виде 

У = 9і 2 / 2 - 

В момент падения на землю у = Но. Отсюда время движения тела 

I = \/2Н 0 /д. 

За время ( і — Аі) тело прошло путь 

Лі = д{і - Д<о) 2 /2. 


Путь за последнюю секунду равен 


1 


— /»і = /»о — -д | 


/2Ло 


- Аі 


[ 10(ѵ/2 • 20/10 - I) 2 

Л = 20-----— м = 15 м. 


2) Тело прошло путь Но. Время движения I = \/2Но/д. Тогда средняя ско¬ 
рость падения ѵ ср = Но/і, или 


Гер — \/<7Ло/2, 

ѵ С р = \і 


10 20 


м/с = 10 м/с. 
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і 




Рис. 1.15. 



3) Для определения средней скорости на второй половине пути необходимо 
узнать время, за которое эта часть пути пройдена. Время движения на второй 
половине пути равно полному времени полета і минус время 1 і, затраченное на 
прохождение первой половины пути. Время і\ находится из уравнения 

Ло /2 = ді \/ 2 


т. е. 


і\ = \Ао /д- 


Таким образом, 

= і - <і = \/2Н 0 /д - \До /д = \/Ьо/д(Ѵ2 - 1 ). 

Следовательно, 

ѵ срз = Ло/ 2<2 = ѴдЬ о/ 2(>/2 — 1 ), 

ѵ ср , а 17 м/с. 




Задача 8. С башни высотой Н 0 одновременно бросают два шарика: один вверх 
со скоростью «оі, другой вниз со скоростью і> 02 - Определить 

1 ) зависимость расстояния между шариками от времени; 

2) промежуток времени, отделяющий моменты их падения на землю Аі. 

Дано: Н 0 , ѵ 0 і, ѵ 02 ] «(<) — ? АІ — ? 

Решение. Для решения задачи выберем ось у, направленную вертикально 
вверх, начато координат совместим с поверхностью земли (рис. 1.15,а). Тогда 
уравнение движения первого шарика, согласно (1.14), имеет вид 

Уі = У оі + ѵоі< - ді 2 / 2, 

где уоі = Но- Знаки при членах нашисанного уравнения объясняются тем, что 
проекция скорости первого шарика на ось у положительная, а проекция уско¬ 
рения — отрицательная величина. 

Для второго шарика имеем 

У2 = У02 - «02 * ~ Я* 2 / 2, 
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где уо 2 = /»о- Проекция скорости второго шарика на ось у — отрицательная 
величина, поэтому при втором члене уравнения стоит знак минус. 

Как видно из рис. 1.15,6, расстояние между шариками 

«(<) = Уі ~ У 2 = Уоі + ѵоіі - ді 2 / 2 - уо 2 + «ог< + ді 2 / 2 = (ѵоі + *> 02 )<. 

Расстояние между шариками увеличивается равномерно, со скоростью ѵоі + 
+ѵо 2 , которая является относительной скоростью одного шарика относительно 
другого, хотя сами шарики движутся ускоренно. Это объясняется тем, что они 
движутся с одинаковым ускорением и при уменьшении скорости иі на такую 
же величину'увеличится Ѵ 2 за время і, так что относительная скорость останет¬ 
ся постоянной и равной «оі + г> 02 - Такой характер зависимости сохранится до 
падения второго шарика на землю (уг = 0), т. е. момента времени Іц. Тогда 

0 = Ло — ѵо2І\і - діи/2, 

откуда 

(< Іі ) і ,2 = ^-«02 ± «02 + 2 У ^0 

Очевидао, что так как I > 0, то следует выбрать 

<н = ^-^02 + у/ ѵ 2 2 + 2уЛ 0 ^ /у- 

Начиная с этого момента времени расстояние между шариками определяется 
расстоянием первого шарика от поверхности Земли. Расстояние между шари¬ 
ками станет равным нулю, когда первый шарик упадет на землю. 

Момент времени падения первого шарика і\ можно определить из уравнения 

0 = Ло + ѵоі^і — ді ?/2, 

откуда 

(і і)і ,2 = ^гоі ± у /ѵіі + 2уЛ 0 ^ /д. 

Очевидно, что искомое время 1\ (<і > 0) равно 

к = ^оі + + 2 уЛ 0 ^ /у. 

Итак, расстояние между шариками будет определяться следующими зависимо¬ 
стями: 

{ (ѵ 0 і + ѵ 0 2 )і при I < <ц, 
ѵоі< - (у< 2 / 2 )-I-Л 0 при <ц < і < <і, 

О ' при і > <і- 

Промежуток времени, отделяющий моменты падения шариков, определится по 
формуле 

Д< = < І - <и = (ѵ 0 і + +2уЛ^ /д - ^-ѵ 0 2 + у/ѵ1 2 + 2уЛ^ /д. 

Задача 9. Два пункта А и В расположены на расстоянии I = 240 м друг от 
друга на склоне горы. От пункта А начинает равноускоренно спускаться к 
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пункту В велосипедист с начальной скоростью «ох = 8 м/с. Одновременно из 
пункта В к пункту А начинает равнозамедленно подниматься мотоциклист с 
начальной скоростью «02 = 16 м/с. Они встречаются через і і = 10 с, к этому 
времени велосипедист проехал «і = 130 м. С каким ускорением ехал каждый из 
них? 

Дано: «оі = 8 м/с, «02 = 16м/с, «і = 130м, / = 240м, = 10 с; аі — ? 

а 2 -? 

Решение. Выберем ось х, направленную вниз вдоль склона горы (рис. 1.16). 
Проекция начальной скорости велосипедиста на ось «і* = «оі, проекция ускоре¬ 
ния аі х = а і- Уравнение движения велосипедиста, согласно (1.14), 

хі = «оі < + аі< 2 /2. 

Проекция начальной скорости мотоциклиста на ось х: « 2 * = —« 02 . проекция 
ускорения 02 * = 02 . Уравнение движения мотоциклиста 

Х2 = *02 - 1>02< + ° 2 * 2 / 2 > х 02 = I- 

Согласно условию задачи, в момент встречи і = і\ положение велосипедиста 
определится выражением 

Хі = «! = «оі<і + Оі< 2 / 2 , 

отсюда 

а і = («і - і>оі<і)/<?/2. 

В момент встречи 

Хі = Х 2 = « 1 , 


отсюда 


«1 — Х02 ~ «02^1 = Ог^і /2. 

02 = («1 — /+ ^02<і)/<і/2, 


130-8-10 /2 , /2 

Оі = -—-м/с = 1 м/с , 


02 = 


50 

130 - 240+ 16-10 , 2 , /2 

-—-м/с = 1 м/с . 


Задача 10. С поверхности земли с одинаковыми скоростями «о = 20 м/с вверх 
последовательно через промежуток времени Аі — 1 с брошены два мяча. Опре¬ 
делить, когда и на каком расстоянии от поверхности земли они встретятся. Счи¬ 
тать д = 10 м/с 2 . 

Дано: «о = 20 м/с, Аі = 1 с; к — ? 

Решение. Выберем ось у, направленную вертикально вверх, начало коорди¬ 
нат совместим с поверхностью земли. Начальные скорости совпадают с положи¬ 
тельным направлением оси у , поэтому «о у = «о- Уравнение движения первого 
мяча имеет вид 

Уі = Уоі + ѵ 0 1 - ді 2 / 2, 

где уоі =0. Так как отсчет времени начинается с момента полета первого мяча, 
то для второго мяча уравнение движения имеет вид 

У 2 = Уо 2 + ѵ 0 (і - Аі) - д{1 - Аі) 2 / 2, 
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Рис. 1.17. 


где уо 2 = 0. Очевидно, что мячи встретятся в одной точке пространства, или 
формально, когда совпадут их координаты, т. е. когда 

Уі = У2, 

ѵо і — ді 2 /2 = ѵо(і — Аі) — д(і — Аі) 2 / 2. 

Отсюда момент встречи 

_ ѵ 0 Аі + дАі 2 _ ѵ 0 , Аі 

~ дАі “ 7 + "2 _> 

I = 2,5 с. 

Подставив найденное I в выражение для уі или уг, найдем Л: 


1 дАі 2 \ 


Л = 18,75 м. 


Кинематика вращательного движения твердого тела 
и движения материальной точки по окружности 

При движении материальной точки по окружности ее положение можно опреде¬ 
лить координатами х и у или углом поворота <р — углом между радиус-вектором 
г и осью х. Радиус-вектор г проведется от оси вращения к материальной точке. 

Если рассматривать вращательное движение твердого тела, имеющего непо¬ 
движную ось вращения, то из рис. 1.17 следует, что угол поворота радиусов- 
векторов, определяющих положение всех точек твердого тела, будет одним и 









24 


Глава 1. Введение. Кинематика 




тем же Ду>і = Ду> 2 — Ду, линейные же перемещения точек твердого тела бу¬ 
дут различными (|Д8і| ф | Д8 2 |). В связи с этим, если знать закон изменения 
угла ір(і) для какой-то произвольной точки вращающегося твердого тела, то тем 
самым мы будем знать движение всех точек этого тела. 

При равномерном движении материальной точки по окружности а т = О, 
а„ ф 0, так как скорость изменяется только по направлению. Пусть за время 
Аі радиус-вектор, определяющий положение точки, повернулся на Ар = у> 2 — Р\ 
(рис. 1.18а). 

Скорость изменения угла р есть угловая скорость ш. При равномерном вра¬ 
щении 

и = Аір/Аі, (1.15) 

т. е. угловая скорость равна отношению угла поворота радиуса-вектора к проме¬ 
жутку времени, за который этот поворот произошел. Из формулы (115) следует, 
что 

<Р = <РО+ЫІ. (1.16) 


Длина дуги Ілв (рис. 1.186) равна іав = г Ар, где Ар измеряется в радианах. 
Разделив левую и правую части равенства на Аі, получим 


іав 

Аі 


А р 

г——, или ѵ = ги>. 
Аі 


(1.17) 


Выведем выражение для нормального (центростремительного) ускорения а п . 
Пусть в момент времени і\ точка находится в А (рис.1.186), ее скорость ѵі; 
в момент времени < 2 точка находится в В, скорость ѵг, так как она движется 
равномерно 

Ы = |ѵ 2 | = ѵ. 

Перемещение точки |Дв| равно хорде АВ. 

Для определения изменения скорости параллельно перенесем ѵ 2 в точку А. 
Тогда Дѵ = ѵ 2 — Ѵі . Треугольник, составленный из скоростей, и треугольник 
АВО подобны, так как они равнобедренные и углы при вершинах равны, как 
углы между взаимно-перпендикулярными сторонами (ѵі 1 гі и ѵ 2 1 г 2 ). Следо¬ 
вательно, 


Аз/г = Аѵ/ѵ. 
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Омгн 
Рис. 1.19. 



■Нить 


Рис. 1.20. 


Разделим на Аі левую и правую части равенства и перейдем к пределу при 

Д* —0: 


1 Дѵ 
- Ііт —. 
ѵ д«-»о Аі 



Предел в левой части равенства определяет скорость, а в правой — ускорение: 


Д« 

I 


(1.18) 



отсюда 



При АІ —* 0 А<р —► 0, следовательно, вектор Дѵ перпендикулярен ѵ и, как пока¬ 
зано на рис. 1.186, направлен к центру окружности. 

Если тело одновременно участвует во вращательном и поступательном дви¬ 
жениях, например, катящееся без проскальзывания колесо, то для определения 
скоростей часто удобно вводить мгновенную ось вращения. На рис. 1.19 0 М гн 
— мгновенная ось вращения. Тело в некоторый данный момент поворачивает¬ 
ся относительно оси О ЫТ „ как целое. Скорость точки О мг „ относительно земли 
равна 0. Скорость точки О относительно земли равна ѵо. Тогда угловая ско¬ 
рость всех точек колеса относительно земли, согласно (1.17), равна ш = ѵо /г, 
где г — радиус колеса. Отсюда скорость точки А относительно земли равна 
ѵа = ы2г = 2ѵо- Заметим, что относительно подвижной оси О скорости точек 
А и Омгн одинаковы и равны «о- Подчеркнем, что мгновенной осью вращения 
становятся последовательно все точки обода колеса. 

Примеры решения задач 

Задача 11. Катушка с намотанной на нее нитью может катиться по поверх¬ 
ности горизонтального стола без скольжения. С какой скоростью »о и в каком 
направлении будет перемещаться ось катушки, если конец нити тянуть в гори¬ 
зонтальном направлении со скоростью ѵ. Радиус внутренней части катушки — 
г, внешней — Я (рис. 1.20). 

Дано: ѵ, г, Я; ѵ о — ? 
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Вид СПЕРЕДИ 

А 



Вид СБОКЫ 



6Г 


Рис. 1.21. 


Решение. Скорость ѵ — скорость движения нити совпадает со скоростью 
точки А внутренней части катушки. О ыти — мгновенная ось вращения. Угло¬ 
вая скорость относительно мгновенной оси вращения ш = ѵ/(К — г), так как 
расстояние О игп А = К — г. Отсюда 

ѵо = иК = ѵК/{К — г). 

Очевидно, что катушка перемещается в направлении движения конца нити. 
Скорость перемещения катушки будет больше, чем скорость нити. 

Задача 12. Шарик радиуса г катится со скоростью «о по двум рельсам, распо¬ 
ложенным на расстоянии 2 а друг от друга. Определить скорости точек А и В 
относительно рельсов (рис. 1.21,а). 

Дано: г, ѵ 0 , 2а; ѵ А — ? ѵв — ? 

Решение. Мгновенная ось вращения в данном случае О мгн , как показано 
на рис. 1.21,5. Угловая скорость поворота шарика относительно этой оси ш = 
= ѵо/О ытн М, О иги М = у/г 2 — а 2 . Отсюда 

ш = ѵо/ у/ г 2 — а 2 , 

м{г + О мг „М) = {ѵ 0 / у/г 2 - а 2 )(г + у/г 2 — а 2 ), 

{ѵог/у/г 2 - а 2 ) + ѵ 0 , 

ш(г - О ыти М) = “ ѵ о- 

Ѵг 2 - а* 


следовательно, 

ѵ А = 
Ѵ А = 

ѵв = 


Криволинейное движение 

В общем случае криволинейного движения а„ ф 0 и а т ф 0, т. е. скорость 
изменяется по величине и направлению. При этом считаем, что ускорение а 
остается постоянным. 

Рассмотрим особенности криволинейного движения при решении задачи о 
движении тела, брошенного со скоростью ѵо под углом а к горизонту. 
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Итак, дано: ѵо и а. Полностью исследуем движение. При этом определим 
1) траекторию движения тела, 2) время полета 3) дальность полета /, или 
перемещение тела |Дз| = /, 4) максимальную высоту подъема Я тах , 5) скорость 
тела на высоте И, < # тах , 6) а„ и а Т в начальной точке траектории и в наивысшей 
точке подъема, 7) радиусы кривизны траектории в этих точках. 

Движение происходит в плоскости ху (рис. 1.22). В начальный момент време¬ 
ни і — 0 тело находилось в начале координат, т. е. в точке О. Данное движение 
криволинейное. Воспользуемся законом независимости движений и разложим 
это движение на два прямолинейных: вдоль оси х и вдоль оси у. Движение 
вдоль оси х равномерное (а г = 0) с начальной скоростью Ѵо х = Ѵо сова, которая 
остается постоянной: 

ѵ х = 1>0г = СОП8І. 

Уравнение движения вдоль оси х имеет вид 

х = хо х 1 = ѵо х ( сова. (1.19) 

Движение по оси у равнопеременное с постоянным ускорением а у = — д и на¬ 
чальной скоростью ѵо у = ѵо зіп а. Согласно (1.13) и (1.14), 

ѵ у = ѵ 0у - ді, (1-20) 

у = ѵоуі — ді 2 /2 = ѵоI зіп а — ді 2 / 2. (1.21а) 


1) Найти траекторию движения — это значит найти аналитическое уравне¬ 
ние кривой, по которой движется тело в пространстве. 

Из (1.19) и (1.21а) исключаем время I. Из (1.19) I = х/госоза, подставим 
в (1.21а): 


у = хі §а - 


д* 


2 


2гд соз 2 а 


(1.216) 


Уравнение (1.216) описывает параболу, ветви которой направлены вниз, центр 
параболы смещен относительно начала координат. 

2) Воспользуемся формулой (1.20) для определения времени полета тела. 
(Рассмотрение движения вдоль оси х не позволит определить время полета, так 
как вдоль оси х тело могло бы равномерно двигаться сколь угодно долго.) При¬ 
равняв у — 0, получим 

і(ѵ о зіп а — ді/2) = 0, 


<1 = 0, <2 = (2п 0 /я)зіпа. 


( 1 . 22 ) 
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Действительно, тело на земле оказывается дважды — в начале и в конце полета. 
Искомое время полета 1„ = (2ѵо/д) 8Іп о. 

3) Так как вдоль оси х движение равномерное и известно время движения 
(1.22), то 

х тах = I — ѵохіп = (ѵосова • 2«о зіп а)/у = і;о8т2а/р. (1.23) 

4) Максимальную высоту подъема тела можно определить из формулы (1.21а), 
подставив в нее время подъема <„од, которое можно определить по форму¬ 
ле (1.20), из условия, что ѵ у в наивысшей точке подъема равно 0: 

0 = ѵоу — ді под, 

^под = (и 0 /у)зіпа. 

Таким образом, 

Углах = Н т лх — Ѵ0уІ П оА — ді под/2 = Ѵ^ у /2д , 

я тах = (^0 зіп 2 а)/2 д. (1.24) 

Максимальную высоту подъема в этом случае можно также найти из следую¬ 
щих соображений. Парабола — симметричная кривая. Зная дальность полета, 
можно определить х-координату наивысшей точки подъема: 

х = //2 — (г 2 /*/) зіп а соз а. 

Тогда, подставив х в уравнение траектории, получим 

Ѵп зіп а сое а <д>д 8Іп 2 а соз 2 а 

Нт ах = -- 


2д 7 ь$ сое 2 а 


_ ѵ§ зіп 2 а 

■Н тах — 


2 9 


5) Для определения скорости на высоте к необходимо знать время, когда 
тело находится на этой высоте, и тогда компоненты скорости будут опреде¬ 
лены (см. рис. 1.23). 

Г х = г 0г , Ѵу = ѵ 0 у-дін- 
Время найдем из уравнения (1.20): 


у = к = ѵ 0 уІ н -дІ н /2, (Ін) і,2 = 


ѵо у ± ^ѵіу - 2 дк 


Очевидно, что оба значения времени имеют физический смысл, так как на высо¬ 
те к тело будет находиться дважды (рис. 1.22), в первый раз — двигаясь вверх, 
второй раз двигаясь вниз. Поэтому скорость тела на высоте к определится фор¬ 
мулами: в первой точке 

ѵ х і = ѵо соз а, Ѵуі = Гц зіп 2 а — 2 дк. 

Модуль скорости равен |і>д|і = у/ѵ$ — 2дк, тангенс угла наклона скорости к оси х: 

„ ѵ у1 \Ао 8Іп2 « - 2уЛ 

40 = — = --• 

Ѵ х \ 


ѵо соз а 
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Во второй точке на высоте Л 


ѵнх = Ѵ 0 сова, 


ѵн у = -\/ѵо зіп 2 а — 2дН. 

Модуль скорости равен |ѵл І 2 = \/ ѵ о ~ 2д/», тангенс угла наклона скорости к оси х 

\] ѵ% зіп 2 а — 2 дН 

Ч@2 = - -• 

«о соз а 

6) Чтобы найти нормальную и тангенциальную компоненты ускорения, вос¬ 
пользуемся тем, что тангенциальное ускорение направлено по касательной к 
траектории движения, а нормальное по нормали к ней. Полное же ускорение, с 
которым движется тело во всех точках, одинаково и равняется ускорению сво¬ 
бодного падения д. Разложим з на две составляющие в точках 0 и А (рис. 1.23). 
В точке О 

пот = — дзіпа, аоп = — </соза, 

В точке А 

а тЛ ~ 0, ОпЛ = ~9- 

7) Нормальное ускорение определяется по формуле (1.17) 

а„ = ѵ 2 /К, 

где К — радиус кривизны траектории в данной точке, т. е. радиус окружности, 
часть дуги которой совпадает с траекторией в данной точке. Отсюда Я = ѵ 2 /а п . 
В точке О 

ѵ = ѵ 0 , |а„| = </соза, 


Я 0 = 


«о 


д соз а 

В точке А ѵ у =0, скорость имеет только ^-компоненту: 


ѵа = ѵо х = ѵо соз а, 
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а нормальное ускорение в точке А (а„ = д). Отсюда 

К А = (і>о сое 2 а)/д. 

Большинство задач на криволинейное движение является частным случаем или 
вариацией этой общей задачи. 


Примеры решения задач 


Задача 13. Под каким углом а надо бросить тело, чтобы дальность полета была 
наибольшей. 

Решение. Дальность полета определяется формулой (1.23) 

/ = ѵ 2 8 Іп2 а/д, 

значит, дальность полета будет максимальна при наибольшем значении віп2а, 
т. е. 

зіп2а = 1. 


Отсюда 


2а = тг/2, а = тг/4. 


Задача 14. Два тела брошены с одинаковыми скоростями под разными углами 
а и /3 к горизонту. Определить отношение максимальных высот подъема этих 
тел. 

Дано: а, /3; Н таХі /ЗЗтахз ? 

Решение. Воспользовавшись (1.24), имеем 

„ _ «л 2 а 

тл * ~ 2 д ’ 

г, _ «о 8Іп2 Р 

" тахз ~ 2д ’ 


откуда 


Птах, 81П а 

П т ах 3 8ІП 2 /3 


Задача 15. Футболист, находясь от ворот на расстоянии /, ударяет по мячу, и 
мяч летит с начальной скоростью ѵо и пролетает мимо, едва коснувшись верхней 
планки ворот. Высота ворот к. Определить, под каким углом начал лететь мяч, 
когда футболист ударил по нему. 

Дано: ѵо, I, к; а — ? 

Решение. Выбрав систему координат, как показано на рис. 1.23, и начало ко¬ 
ординат в точке удара по мячу, имеем, что координаты мяча, когда он достигнет 
верхней планки, будут 

х = 1, у= к. 


Подставив эти значения в уравнение (1.216) для траектории движения тела, 
брошенного под углом к горизонту, получим 


к = І1%а — 


яР 

2г 2 сое 2 а ’ 
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X 


Рис. 1.24. 


т. е. получаем тригонометрическое уравнение. Произведя замену 1 / соз 2 а = 
= 1 + и выполнив необходимые преобразования, имеем 



Откуда, решая квадратное уравнение относительно найдем 


1 л/1 — (2 д/ѵ$)[Н + {дР/2ур\ 

9Ч ѵ о 


(І8«)і,2 = 


Оба значения угла 



«1,2 = агсіз 


имеют физический смысл. Три возможные траектории полета показаны на 
рис. 1.24. Если (д/ѵ о)(Л 4- д1 2 /2ѵ%) = 1/2, то мяч касается планки в наивыс¬ 
шей точке полета (траектория 3). 

Задача 16. На высоте Л параллельно поверхности земли летит утка со скоро¬ 
стью ѵі. Мальчик бросил камень со скоростью г 2 , прицелившись прямо в утку 
под углом а к горизонту. Найти, на какой высоте летела утка, если камень все 
же попал в нее. 

Да,но: ѵі,Ѵ 2 , а; к — ? 

Решение. Выберем систему координат, совместив начало координат с точ¬ 
кой начала движения камня (рис. 1.25). Уравнения, описывающие движение 
утки: 


Хі = 1 0 + ѴіІ, уі = Л, 


где /о = НсІ%а — координата утки на оси х в начальный момент времени. Урав¬ 
нения движения камня: 


Хі — г 2 о(со8 а ) 1 , 

У 2 = Ѵ 2 о(віп а)1 - ді 2 / 2. 


Условие попадания камня в утку: 


*і = х 2 , 5/1 = У 2 , 
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или 


НсІ%а + ѵіі = «2о(соз а)і, 

Н = Ѵго(зіп а)1 — ді 2 / 2. 

Таким образом, мы получаем систему двух уравнений относительно неизвестных 
Ли і. Выразив I из первого уравнения 


НсІ%а 

1*20 С08 О — Ѵі 


и подставив во второе, получим 


откуда 



1*20 С08 а 
1*20 С08 а — 1 


?ЛсЦ 2 « \ _ 0 
2(ѵго сова — г*і) 2 / 


Л = (2ѵі/<7)(ѵ 2 о сов а — і*і)1з 2 а. 


Задача 17. Из миномета ведут обстрел объекта, расположенного на склоне го¬ 
ры (рис. 1.26). На каком расстоянии будут падать мины, если начальная ско¬ 
рость их ѵо, угол у основания а = 30° и угол, под которым направлен ствол 
миномета, /? = 60° по отношению к горизонту. 

Дано: а, /3, ѵ 0 ; I — ? 

Решение. Выберем оси координат хі и уі, как показано на рисунке. Вос¬ 
пользовавшись (1.19) и (1.21а), запишем 

х\ = ѵоі сое /?, уі = ѵоі віп /? — ді 2 / 2. 

Только в точке падения 

Уі/*і = 

Написанные три уравнения составляют систему трех уравнений относительно 
трех неизвестных х„ад, Упад и і, где х П ад и у па д — координаты точки падения 
снаряда. Подставив значения углов, получим 

*пад = ѵ о/ У>/3, 

Упад = ^о/З д. 
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Фактически нам нужно найти перемещение мины Дз в пространстве. Согласно 
рис. 1.26, 

I = Ѵ^пад + Упад = (2/3 )ѵЦ д. 

Часто при решении подобных задач удобнее воспользоваться другой системой 
координат. Выберем направление оси х 2 вдоль склона горы, а 2/2 перпендикуляр¬ 
но ему. Воспользуемся законом независимости движений. Движение вдоль оси 
і 2 будет равнозамедленным с ускорением а х = — д зіп а и начальной скоростью 

«о* = ѵо соз(/? — а). 

Уравнение движения вдоль оси х-і 

хъ = ѵоі соз(/? — а) — (д зіп а)і 2 / 2. 

Вдоль оси у 2 движение будет равнопеременным с ускорением а ѵ = —д соз а и 
начальной скоростью ѵо у = ѵо зіп(/3 — а). Уравнение движения вдоль оси т /2 

У 2 = ѵо I віп(/3 — а) — (у соз а)і 2 / 2. 

В точке падения уг = 0. Отсюда время полета мины определится по формуле 

^ _ 2ѵр 8Іп(/? - а) 
д соз а 

Подставив найденное время в выражение для х 2 , найдем /: 

^ _ ѵ§ зіп 2(/? — а) 2ѵ§ зіп 2 (/? — а) _ 
д соз аг д сое 2 а 

2зіп 2 (/? — а) 
соз а 

Такой выбор системы координат особенно удобен в случаях, когда тело несколь¬ 
ко раз отскакивает от наклонной плоскости. 


у соз а 


зіп 2(/? 
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Задача 18. На наклонную плоскость падает упругий шарик с высоты 0,5 м. 
Сколько раз шарик ударится о наклонную плоскость, если ее длина равна 32 м, 
а угол наклона плоскости 30° (рис. 1.27)? После удара величина скорости не 
изменяется. 

Дано: а = 30°, / = 32 м, к = 0,5 м; N — ? 

Решение. Удар абсолютно упругий, наклонная плоскос ть н еподвижна, сле¬ 
довательно, при падении с высоты к скорость шарика ѵ ш =у/2дк (задача 5) и ша¬ 
рик будет отскакивать с той же скоростью, т. е. Ѵо = у/2дк, под углом (тг/2 — а) 
к наклонной плоскости. Выберем систему координат, как показано на рис. 1.27. 
Тогда по оси х движение будет ускоренное с ускорением а х = д зіп а и начальной 
скоростью ѵох = го зіп а. Уравнение движения имеет вид 

х = по(зіп а)і + (д зіп а)і 2 / 2. 

По оси у движение равнопеременное с ускорением а у = —д соз а и начальной 
скоростью го у = го сое а. Уравнение движения вдоль у есть 

у = ѵоі соз а — {д сое а)і 2 /2. 

Из этого уравнения получим время і\ до падения в точке А: 

У = 0, Іі = 2ѵ 0 /д. 

Очевидно, что промежуток времени между двумя последовательными ударами 
шарика остается постоянным, так как уравнение движения шарика вдоль оси 
у не изменяется (ѵ у — компонента скорости, с которой он Начинает двигаться 
вверх после каждого удара, имеет одно и то же значение). Следовательно, за 
время пі і шарик ударится п + 1 раз о наклонную плоскость. 

Подставим это значение времени в уравнение движения вдоль оси х: 

х = ѵопіі зіп а -(- (</зіпа)п 2 < 2 /2. 
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Приравняем х длине наклонной плоскости и решим уравнение относительно п: 


/ = гоп<і зіпа + (< 78 Іпа)п 2 <і/ 2 , 


_ — ѵо(зіпа)<і ± \Дѵо(зіпа)<і) 2 + 2<//(зта)< 2 
” 1,2 </(зіп а)< 2 

Очевидно, что нужно выбрать положительный корень: 

_ —( 2 ^ 0 /у) зіпа + у/{2ѵ^/д зіпа) 2 + (8/по/д )зіпа 
(4 ѵЦд) зіпа 

А поскольку і> 2 = 2дН, то 

—Л зіп а + у/ (Л зіп а) 2 + ІН зіп а 


п = 


п = 


2 к зіп а 

-0,25 ± л/0,0625 -4- 0,5 - 0,5 • 32 


5,18. 


2 0,5 0,5 

По физическому смыслу задачи следует выбрать целое число. Следовательно, 


число ударов равно 


N = п + 1 = 6. 


Задача 19. Тело брошено горизонтально со скоростью 20м/с. Определить сме¬ 
щение тела от точки бросания, Д«, при котором скорость будет направлена под 
углом 45° к горизонту. 

Дано: ѵо = 20м/с, а = 45°, д — 10м/с 2 ; Аз — ? 

Решение. Выберем оси координат, как показано на рис. 1.28, при этом на¬ 
чало координат совместим с начальной точкой полета. Тогда по оси х движение 
тела равномерное с постоянной скоростью ѵо и х = ѵо I (ѵ х = по). По оси у 
движение ускоренное с ускорением а } =ци начальной скоростью ѵо у = 0, у = 
= ді 2 /2, ѵ у = ді. 

Если скорость в точке А направлена под углом 45° к горизонту, то 

Ѵу/ѵ х = = 1- 

Момент времени, когда это произойдет, определим из равенства 

діі = і>о, 


тогда 


<і = ѵ 0 /д. 

Подставив в уравнение движения, найдем координаты точки А: 

ха = і ’о/д, Уа = ѵІ/2д. 


Д * = у/ х л+Ул = Ѵ^ ѵ о/2у, 
Аз = 45м. 


Отсюда 
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Задачи для самостоятельного решения 

Задача 1. На рис. 1.29 дан график ускорения тела. Построить график зависи¬ 
мости скорости и перемещения от времени при «о = 0. 

Задача 2. В безветренную погоду капли дождя оставляют на окне равномерно 
движущегося поезда следы, направленные под углом 60 е к вертикали. Какова ско¬ 
рость капель относительно земли, если поезд движется со скоростью 54 км/час? 
Ответ: 8,7 м/с. 

Задача 3. Тело, движущееся равноускоренно с начальной скоростью 1 м/с, при¬ 
обретает, пройдя некоторое расстояние, скорость 7 м/с. Какова была скорость 
тела на половине этого расстояния? 

Ответ: 5 м/с. 

Задача 4. Двигаясь равноускоренно, тело проходит за 5 с путь 30 см, а за сле¬ 
дующие 5 с путь 80 см. Определить начальную скорость и ускорение тела. 

Ответ: 0,01 м/с; 0,02 м/с*. 

Задача 5. В момент, когда первое тело начало свободно падать с высоты 80 м 
над поверхностью земли, второе тело бросили вертикально вверх с поверхности 
земли со скоростью 20 м/с. Найти максимальную высоту подъема второго тела, 
место и время встречи тел. Считать д = 10 м/с*. Ответ : 20 м; 0; 4 с. 

Задача в. Камень брошен с вышки со скоростью 29,4 м/с в горизонтальном на¬ 
правлении. Найти радиус кривизны траектории камня в точке, где он будет через 
4 с после начала движения. 

Ответ: 409 м. 

Задача 7. Самолет летит на цель под углом а = 60° к горизонту вниз со скоро¬ 
стью ѵ = 720 км/ч и сбрасывает груз на высоте 1000 м. На каком расстоянии I 
от цели (по горизонтальному направлению) надо сбросить груз, чтобы он упал в 
заданный пункт? 

Ответ: 5290 м. 

Задача 8. Самолет летит горизонтально на высоте Н = 4 км над поверхностью 
земли со сверхзвуковой скоростью. Звук дошел до наблюдателя через і = 10 с 
после того, как над ним пролетел самолет. Определить скорость самолета, если 
скорость звука равна 330 м/с. 

Ответ: ѵ = 583 м/с. 
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Задача 9. Тело бросают вертикально вверх со скоростью 4,9 м/с. Одновременно 
с предельной высоты, которой может достигнуть тело, начинает падать верти¬ 
кально вниз другое тело с той же начальной скоростью. Определить время, по 
истечении которого тела встретятся. Сопротивление воздуха не учитывать. 
Ответ: 0,125 с. 

Задача 10. Баскетболист бросает мяч в кольцо. Скорость мяча после броска 
«о = 8 м/с и составляет угол а = 60 е с горизонтом. С какой скоростью мяч попал 
в кольцо, если он долетел до него за 1 с? Принять д = 10 м/с 2 . 

Ответ: 5 м/с. 

Задача 11. Камень брошен горизонтально. Через 3 с его скорость оказалась на¬ 
правленной под углом 45° к горизонту. Определить начальную скорость камня. 
Ответ: 30 м/с. 

Задача 12. Необходимо в минимальное время поразить выпущенный вертикаль¬ 
но вверх со скоростью 1000 м/с снаряд другим снарядом, скорость которого на 
10% меньше. Когда следует произвести выстрел, если стрелять с того же места? 
Ответ: 54,5 с. 

Задача 13. Шарик свободно падает с высоты Н на наклонную плоскость, соста¬ 
вляющую угол а с горизонтом. Найти отношение расстояний между точками, 
в которых подпрыгивающий шарик касается наклонной плоскости. Соударения 
шарика с плоскостью рассматриваются как абсолютно упругие. 

Ответ: Іі : Ь : Із : и :... = 1 : 2 : 3 : 4 :_ 





Глава 2 


Динамика 


Динамика — раздел механики, в котором изучается движение тел под действием 
приложенных к нему сил. 

Основные понятия динамики. Законы Ньютона 

В основе динамики лежат три закона Ньютона. 

Первый закон Ньютона — закон инерции. Всякое тело стремится сохранить 
состояние покоя или равномерного прямолинейного движения до тех пор, пока 
на него не действует сила. Состояния покоя или равномерного прямолинейного 
движения с точки зрения динамики не различаются (а = 0). 

Масса т является количественной мерой инертности тел. Сила Е — мера 
взаимодействия тел. Любое изменение характера движения тела, любое уско¬ 
рение есть результат действия на тело других тел. Воздействие одного тела 
на другое может происходить при непосредственном соприкосновении тел или 
посредством силовых полей. Различают поле тяготения, электрическое и маг¬ 
нитное поля. 

Рассмотрим основные силы. 

1. Сила, вызванная деформацией тел и препятствующая изменению объема 
тела, называется силой упругости. Деформация называется упругой, если после 
снятия внешнего воздействия тело возвращаются в исходное состояние. 

При небольших деформациях растяжения или сжатия х сила упругости пря¬ 
мо пропорциональна деформации и направлена в сторону, противоположную ей: 


( 2 . 1 ) 



где к — коэффициент упругости, зависящий от свойств материала и геоме¬ 
трии деформируемого тела. Сила упругости препятствует деформации. Так, 
на рис. 2.1 показано, что при растяжении тела (і > 0) возникает сила упруго¬ 
сти, стремящаяся вернуть телу первоначальные размеры и форму. 

Для характеристики упругих свойств вещества вводится величина Е, назы¬ 
ваемая модулем Юнга. 

Напряжение <г, возникающее в твердом теле, равно <т = Е/5, где 5 — пло¬ 
щадь поперечного сечения твердого тела, на которое действует сила Е. Отно¬ 
сительная деформация е = х/іо, где /о — длина тела до деформации (рис. 2.1), 
пропорциональна напряжению, возникающему в твердом теле (закон Гука): 


е = (1 /Е)<т. 


(2.2) 
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Рис. 2.1. Рис. 2.2. 


Физический смысл модуля Юнга состоит в следующем: величина Е численно 
равна напряжению, возникающему в твердом теле при относительной дефор¬ 
мации, равной единице. Из физического смысла модуля Юнга следует, что Е 
является большим по величине. 

2. Сила трения. Трение, возникающее при относительном перемещении су¬ 
хих поверхностей твердого тела, называется сухим трением. Различают три 
вида сухого трения: трение покоя, скольжения и качения. 

Если на тело действует сила Г, как показано на рис. 2.2, но тело сохраняет 
состояние покоя (неподвижно относительно поверхности, на которой оно нахо¬ 
дится), то это означает, что на тело одновременно действует сила, равная по 
величине и противоположная по направлению, — сила трения покоя. При уве¬ 
личении силы Г, если тело сохраняет состояние покоя, то увеличивается и сила 
трения покоя. Сила трения покоя всегда равна по величине и противоположна 
по направлению внешней действующей силе: 

Етр.покоя — Е. 

Сила трения скольжения определяется из соотношения: 

Е Т р = *ЛГ, (2.3) 

где к — коэффициент трения, зависящий от шероховатости и от физических 
свойств соприкасающихся поверхностей, N — сила реакции опоры, эта сила 
определяет насколько тело прижато к поверхности, по которой оно движется. 
Сила трения покоя изменяется по величине от 0 до максимального значения 

Етр. покоя шах • 

Сила трения скольжения всегда направлена в сторону, противоположную 
скорости движения тела относительно поверхности, по которой оно движется. 
На рис. 2.3 изображена зависимость проекции силы трения Е х от проекции на 
ту же ось внешней силы. Сила трения скольжения равна максимальной силе 
трения покоя. 

Сила трения качения мала по сравнению с силой трения скольжения. При 
больших скоростях сопротивление перекатыванию резко увеличивается и тогда 
следует рассматривать силу трения скольжения. 

3. Все тела притягиваются друг к другу. Для материальных точек (или 
шаров) закон всемирного тяготения имеет вид 

Е = Стіт 2 /г1 2 , (2.4) 

где тп \, тп 2 — массы тел, г \ 2 — расстояние между материальными точками или 
центрами шаров, С — гравитационная постоянная. Массы, входящие в этот 
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закон, есть мера гравитационного взаимодействия тел. Опыт показывает, что 
гравитационная и инертная массы равны. 

Физический смысл С: гравитационная постоянная численно равна силе 
притяжения, действующей между двумя материальными точками или шара¬ 
ми массами 1 кг, расположенными на расстоянии 1 м друг от друга, С = 
= 6,67 • 10 -11 Н • м 2 /кг 2 . Если тело массы т находится над поверхностью Зе¬ 
мли на высоте Л, то на него действует сила тяготения, равная 

Р = СтМ 3 /(Е 3 + Л) 2 , (2.5) 

где Мз — масса Земли, Кз — радиус Земли. Вблизи земной поверхности на все 
тела действует сила, обусловленная притяжением, — сила тяжести. 

Сила тяжести Рт определяется силой притяжения Земли и тем, что Земля 
вращается вокруг собственной оси. 

В связи с малостью угловой скорости вращения Земли (и = 7,27 • 10 -3 с -1 ) 
сила тяжести мало отличается от силы тяготения. При Л << Ез ускорение, 
создаваемое силой тяжести, является ускорением свободного падения: 

д = СМз/ЕІ = 9,81 м/с 2 . (2.6) 

Очевидно, что ускорение свободного падения для всех тел одинаково. 

4. Весом тела называется сила, с которой тело действует на горизонтальную 
опору или растягивает вертикальный подвес, и эта сила приложена либо к опоре, 
либо к подвесу. 

Второй закон Ньютона. Ускорение, с которым движется тело, прямо про¬ 
порционально силе, действующей на тело, и обратно пропорционально его массе 
и совпадает по направлению с действующей силой: 

а = Г/т. (2.7) 

Если на тело действует несколько сил, то под Г понимают результирующую всех 
действующих сил. Уравнение (2.7) выражает основной закон динамики матери¬ 
альной точки. Движение твердого тела зависит не только от приложенных сил, 
но и от точки их приложения. Можно показать, что ускорение центра тяжести 
(центра масс) не зависит от точки приложения сил и справедливо уравнение 

та цт = Гі + Гг + Гз + • • •, 
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Рис. 2.5. Рис. 2.6. 


где т — масса тела, а цт — ускорение его центра тяжести. Если тело движется 
поступательно, то это уравнение полностью описывает движение тела. 

Третий закон Ньютона. Всякому действию всегда есть равное и противопо¬ 
ложно направленное противодействие. 

Так, если взаимодействуют два тела А и В с силами Гіи Гг, то эти силы 
равны по величине, противоположны по направлению, направлены вдоль одной 
прямой и приложены к разным телам (рис. 2.4). 

Природа этих сил всегда одинакова. Приведем следующий пример. Тело мас¬ 
сой т лежит на столе. Сила, с которой тело действует на стол, Р (вес тела), при¬ 
ложена к столу, сила, с которой стол действует на тело, N (сида реакции опоры), 
приложена к телу (рис. 2.5). Согласно 3-му закону Ньютона, Р = — N 1 Р — N. 
Сила Г т , с которой Земля действует на тело массой т, равна т§, приложена к 
телу и направлена к центру Земли; сила, с которой тело действует на Землю, Г, 
равна по величине Г т , приложена к центру Земли и направлена к центру масс 
тела (рис. 2.6). 

Первый закон Ньютона необходим для того, чтобы определить те системы 
отсчета, в которых справедлив второй закон Ньютона. Системы отсчета, в кото¬ 
рых выполняется 1-й закон Ньютона, называются инерциальными, те системы 
отсчета, в которых 1-й закон не выполняется, — неинерциальными. 

Рассмотрим следующий пример. К потолку неподвижного вагона подвешен 
груз, который видят наблюдатель 1, сидящий в вагоне, и наблюдатель 2, нахо¬ 
дящийся на платформе (рис. 2.7). Нить маятника вертикальна, что естественно 
с точки зрения наблюдателей 1 и 2, так как на груз действуют две вертикаль¬ 
ные силы: сила натяжения нити Т и сила тяжести Г т , равные по величине и 
противоположные по направлению. Если же вагон движется с ускорением а, то 
с точки зрения наблюдателя 2 нить должна отклоняться от вертикали, так как 
на груз продолжают действовать те же силы, но результирующая этих сил уже 
не должна равняться 0, чтобы обеспечить движение маятника с ускорением а. 

С точки зрения наблюдателя 1 маятник остается в покое относительно стенок 
вагона, и результирующая сил, действующих на маятник, должна равняться ну¬ 
лю. Но так как нить отклонена, то наблюдатель должен предположить наличие 
силы, которая в сумме с силой натяжения нити и силой тяжести даст 0. Это 
сила инерции. Но эта сила уже не является результатом взаимодействия тел, а 
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Ѣ і 2 

Рис. 2.7. 


является результатом того, что мы рассматриваем движение тела относительно 
системы отсчета, движущейся с ускорением. 

Система, связанная с наблюдателем 1, — неинерциальная, система связанная 
с наблюдателем 2, — инерциальная. Мы будем рассматривать движение тел 
только относительно инерциальных систем отсчета. Подчеркнем, что сила есть 
результат взаимодействия реальных тел. 

В связи с важностью изложенного еще раз сформулируем первый закон Нью¬ 
тона: существуют такие системы отсчета, называемые инерциальными , в кото¬ 
рых тело сохраняет состояние покоя или равномерного прямолинейного движе¬ 
ния, если на него не действуют силы или действие сил скомпенсировано. Оче¬ 
видно, что если есть одна инерциальная система отсчета, то любая другая, дви¬ 
жущаяся относительно нее равномерно и прямолинейно, является также инер¬ 
циальной системой отсчета. В первом приближении система отсчета, связанная 
с Землей, является инерциальной, хотя строго говоря она неинерциальна, так 
как Земля вращается вокруг собственной оси и обращается вокруг Солнца. Од¬ 
нако ускорения этих движений малы. 

В связи с трудностями, возникающими при решении задач динамики, осо¬ 
бенно в тех случаях, когда рассматривается система тел, предложим схему, по 
которой следует решать задачи динамики. 

1. Делаем рисунок и изображаем силы, действующие на тела со стороны 
других тел. 

2. Выбираем тело отсчета, относительно которого будем рассматривать дви¬ 
жение. 

3. Связываем с телом отсчета систему координат. 

4. Записываем основной закон динамики для каждого тела в отдельности. 

5. Записываем уравнения в проекциях на оси координат. 

6 . Из полученных уравнений составляем систему алгебраических уравнений, 
при этом число уравнений должно быть равно числу неизвестных. 

7. Решаем систему уравнений и находим неизвестные физические величины; 
проверяем наименование полученных величин. 

Примеры решения задач 

Задача 1 . Тело массой 5 кг лежит на полу лифта, поднимающегося вверх. 
Ускорение лифта а = 2 м/с 2 . Определить силу давления тела на пол лифта Р 
(вес тела). 
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Дано: т = 5 кг, а = 2 м/с 2 , (/ = 10 м/с 2 ; Р — ? 

Решение. На тело действуют две силы — сила тяжести Е т = т% и сила 
нормального давления N (рис. 2.8). Основной закон динамики запишется в 
виде 


та = т§ + N. (2.8) 

Направление движения лифта не указывает направления ускорения. Поэтому 
рассмотрим 2 случая. 

1) Ускорение направлено вверх. 

Ось у направим вертикально вверх. Проектируя на ось у ускорение и силы, 
получим 

та = —тд + N. (2-9) 


откуда 


N = т(а + д). 

По 3-му закону Ньютона сила, с которой пол лифта действует на тело, равна 
силе, с которой тело действует на пол, т. е. весу тела: 


N = —Р, N = Р, 

откуда 

Р = т(а + д), (2-Ю) 

[.Р] = кг • м/с 2 = Н, 

Р = 5 • 12 Н = 60 Н. 

2) Ускорение направлено вниз 
Проектируя на ось у ускорение и силы, получим 

—та = N — тд, 

N = т(д - а), 

откуда 

Р = т(д - а), 

Р = 5 ■ 8 Н = 40 Н. 

Из (2.12) следует, что если а = д, то N = 0, т. е. отсутствует давление тела на 
опору. В этом случае тело будет находиться в состоянии невесомости. 

Задача 2. Через блок перекинута нерастяжимая нить, к которой привязаны 
два тела массами ті = 4 кг и т 2 = 6 кг. Определите ускорения, с которыми бу¬ 
дут двигаться тела, и силу натяжения нити. Массами блока и нити пренебречь 
(рис. 2.9). 

Дано: ті = 4 кг, т 2 = 6 кг; а — ? Т — ? 

Решение. Поскольку т 2 > ті, ускорение тела массой ті направлено вверх, 
а тела массой тг — вниз. На каждое из тел ті и тг действуют две силы: сила 
тяжести и сила натяжения нити. На тело массой ті — Г Т і и Ті, на тело массой 
тг — Г т2 и Тг- Запишем основной закон динамики для этих тел: 


( 2 . 11 ) 

( 2 . 12 ) 


тіаі = ті8 + Т г , 

т 2 а 2 = т 2 б + Т 2 . 


(2.13) 

(2.14) 
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Рис. 2.8. 



Рис. 2.9. 



Рис. 2.10. 


Ось у направим вертикально вверх. Тогда в проекциях на ось у уравнения (2.13) 
и (2.14) запишутся в виде 

тіаі = 7 ) - гщд, 

— ТП2Л2 = Тг — т?д. (215) 

В силу условия нерастяжимости нити аі = а 2 = а, так как за одно и то же 
время с момента начала движения тела будут проходить один и тот же путь. 
По условию задачи масса нити т и мала ( т н « ті), следовательно, сила на¬ 
тяжения вдоль нити остается по модулю неизменной, при переходе через блок 
сила натяжения также по модулю не изменяется, поскольку массой блока мы 
пренебрегаем: Т[ = Т^, а Т[ — Ті, = Тз (рис. 2.10), отсюда Ті = Т? = Т. 
Следовательно, уравнения (2.15) можно переписать в виде: 

тіа-Т - тід, 

тп^а = т 2 д — Т. (216) 


Это система двух уравнений относительно двух неизвестных а и Т. Сложим 
левые и правые части уравнений: 


откуда 


(ті + т 2 )а = (т 2 - гтц)д, 


ш 2 — ті 

—;— 9 ’ 

тп і + т 2 


(2.17) 


а = 2 м/с 2 . 

Силу натяжения найдем, подставив выражение для о в одно из уравнений (2.16): 

2тіт 2 
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Задача 3. Тело скользит по наклонной плоскости, угол наклона которой к го¬ 
ризонту а = 30°. 

1) Определить ускорение тела, если коэффициент трения между телом и по¬ 
верхностью плоскости к — 0,1. 

2) Найти угол наклона ао, при котором тело не будет скользить по наклонной 
плоскости. 

Дано: а = 30°, к = 0,1; а — ? ао — ? 

Решение. На тело действуют три силы: сила тяжести Г т = т§, сила нор¬ 
мальной реакци и N и сила трения Г тр = ІНѴ. Направим ось х вдоль наклонной 
плоскости, ось у перпендикулярно ей (рис. 2.11). 

Основной закон динамики для этого тела запишется в виде 

та = Г Т -|- N “Ь Гтр* (2.19) 

В проекциях на оси координат уравнение (2.19) имеет вид: 

на ось х та = тд зіп а — Е гр , (2.20) 

на ось у 0=іѴ — шусоза, (2.21) 

Д тр = *ЛГ. 

Из (2.21) N = тд сова, следовательно, Р тр = ктд сова. Подставив выражение 
для Р тр в (2.20), получим 

та = тд зіп а — ктд сое а, 

а = у(віпа — Агсова). (2.22) 

Решение (2.22) имеет смысл, если 

віп а — к сов а > 0, 

так как в рассматриваемой задаче ускорение не может быть отрицательным. 
Следовательно, 

к < 1%а. (2.23) 

При к = тело будет двигаться равномерно или находиться в состоянии 
покоя. 









46 


Глава 2. Динамика 


Ртр. покоя мах 



\ 


\ 


! ^ 

^'доС-о 

ЬГ -- 


Гт 



Рис. 2.12. 


Если угол а меньше а 0 > то тело будет находиться в состоянии покоя, при этом 
на тело будет действовать сила трения покоя, которая будет тем меньше, чем 
меньше угол а (рис. 2.12). Из (2.22), подставляя численные значения, получим 

а = 9,8 • (0,5 - 0,1 • 0,86) = 4,06м/с 2 , 

из (2.23) 

1§а 0 = 0,1, од = 5,7°. 

Следовательно, при углах а < ад тело не будет скользить по наклонной плоско¬ 
сти. 

Задача 4. Тело массой т = 10 кг движется по наклонной плоскости. На тело 
действует сила Р= 100 Н, направленная вверх под углом а — 30° к поверхности 
наклонной плоскости. Коэффициент трения к — 0,1. Угол наклона плоскости 
/3 = 30°. Определить ускорение, с которым движется тело (рис. 2.13). 

Дано: т = 10 кг, Е = 100 Н, а = 30°, /3 = 30°, к = 0,1; а — ? 

Решение. На тело действуют четыре силы: Г, сила тяжести Г т = т§, сила 
нормальной реакции N и сила трения Е тр . Направим ось х вдоль наклонной 
плоскости, ось у перпендикулярно ей. Основной закон динамики для тела есть 

та — Г Т Т N -(- Г тр -Г Е. (2.24) 

Определим направление силы трения, учитывая, что сила трения всегда на¬ 
правлена в сторону, противоположную направлению движения тела. Направле¬ 
ние движения можно определить, сравнив проекции сил на ось х. Движение 
вдоль оси х определяют проекция силы Г Р х = Рсова и проекция силы тяже¬ 
сти Р ТХ = тд 8Іп /3: 

Р х = Р сое а = 100(ѵ/з72) Н = 86,5 Н, 

Р ТХ = тдвт 0 — 10 • 9,8 ■ 0,5 Н = 49 Н. 


Итак, Р х > Р ТХ , следовательно, тело будет двигаться вверх по наклонной плос¬ 
кости вдоль положительного направления оси х. Сила трения направлена в про¬ 
тивоположную сторону. 

В проекциях на оси координат уравнение (2.24) запишется в виде: 


на ось х 


та = Р сое а — Р тр — тд зіп /3, 
0 = Е8Іпа-|-./Ѵ — тд сое /3, 
Р тр = кЫ. 


(2.25) 

(2.26) 


Из (2.26) имеем 


на ось у 


N — тд сое /3 — Р 8Іп а. 
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Тогда уравнение (2.25) будет иметь вид 

та = Р с 08 а — к(тд сое /? — Р зіп а) — тд зіп а. 

Окончательно, 

а = (Р/т )(сое а + А: зіп/?) — р(А; соз/? + 8Іп а), (2.27) 

[а] = Н/кг — м/с 2 = м/с 2 , 

а = (100/10)(0,86 + 0,05) - 9,8(0,1-0,86 + 0,5) м/с 2 , 
а = 3,3 м/с 2 . 

Задача 5. На доске массой М = 4 кг лежит брусок массой т — 1 кг. Длина 
доски / = 60 см. Коэффициент трения между бруском и доской к і = 0, 2, между 
доской и столом к 2 = 0,1. Определить 

1) с какой максимальной силой Р тлх можно тянуть доску, чтобы брусок не 
соскользнул с нее; 

2) за какой промежуток времени брусок соскользнет с доски, если сила 
Г = 35 Н. 

Размеры бруска не учитывать. 

Дано: М = 4 кг, кі = 0,2, т = 1кг, А: 2 = 0,1, / = 60см (0,6 м); Р тах — ? 

I — ? 

Решение. Будем рассматривать движение и бруска и доски относительно 
поверхности стола. Заметим, что система отсчета, связанная с доской, явля¬ 
ется неинерциальной. Направим ось х, как показано на рис. 2.14. На брусок 
действуют три силы: сила тяжести Г т і = т§, сила нормальной реакции N 1 , 
сила трения Г тр1 = Сила трения совпадает с направлением оси х, так 

как брусок стремится сохранять состояние покоя, и только одна сила вызывает 
движение бруска вправо — сила трения (рис. 2.15). 

На доску действуют шесть сил: сила тяжести Г Т 2 = М§, сила нормальной 
реакции N 2 , сила давления бруска Г д = —N 1 , сила трения Г' тр і = — Г Т рі ( п0 
третьему закону Ньютона), сила трения Г тр 2 = сила Г. 

Запишем основной закон динамики для каждого из тел: 

та! = т§ + N1 + Г тр1 , 

М&2 = М& + N 2 + + Г; р і + Г Т р2 + Г ■ 


(2.28) 

(2.29) 
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Рис. 2.15. 



Уравнение (2.28) в проекциях на оси координат имеет вид: 

на ось х та\ = Ртрі, 

на ось у 0 = Л^і — тд, (2.30) 

Р тр і = ІЬіТѴі = кітд, та і = к х тд, 

а уравнение (2.29): 

на ось х Ма 2 = Р — Р тр і — Ртр 2 , 
на ось у 0 = N 2 — Р — Мд, 

Р = N 1 = ту; 


откуда 


N 2 = Р + Мд = (т + М)д, 

Ма 2 = Р - к\тд - к 2 (т + М)д. 
Очевидно, что Тело не будет скользить по доске, когда аі = а 2 . 

а і = к г д, 


откуда 


Г , т т + М 


Ртах = (*і + к 2 )(м + т)д. 


(2.31) 

Из (2.30) и (2.31) 

(2.32) 

(2.33) 

(2.34) 


Формула (2.34) действительно определяет максимальную силу, так как если сила 
р < .Ртах, то тем более брусок будет неподвижен относительно доски. Ускоре¬ 
ние, с которым он будет двигаться вместе с доской, в этом случае будет меньше, 
а следовательно, на него должна действовать меньшая сила (сила трения покоя, 
Ртр. покоя шах = Ртр. скольжения). Если Р > Р тах , то <ц ф а 2 , как следует из (2.32) 
и (2.33). Ускорение бруска относительно стола аі связано с его ускорением от¬ 
носительно доски а' и ускорением доски относительно стола а 2 соотношением: 
аі = а' + а 2 . В проекции на ось х имеем а[ = а\ — а 2 . Брусок за время I проходит 
путь /, равный длине доски: 

I = а\і 2 /2. 

Следовательно, промежуток времени, за который брусок соскользнет с доски: 


I = 



_ 2 /_ 

Р/М - (кі -(- к 2 )(М + т)д/М 


(2.35) 
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Ьлчисления по формулам (2.34) и (2.35) дают 

Р = (0,1 + 0,2)-5-9,8Н = 14,7Н, 


^ у Н/кг — (кг/кг)(м/с 2 ) С ’ 
і = 0,2 с. 


Задача 6. К потолку лифта, движущегося с ускорением а = 2м/с 2 , подвешен 
блок (рис. 2.16). Через блок перекинута нерастяжимая нить, к которой при¬ 
вязаны два груза массами ті = 6 кг и т 2 = 4 кг. Определить ускорения тел 
относительно блока и земли а\ и а' 2 , аі и а 2 . Считать массу блока и нити рав¬ 
ными нулю. 

Дано. д = 10 м/с 2 , а = 2 м/с 2 , ті = 6 кг, т 2 — 4 кг; аі — ? а' 2 — ? аі — ? 
02 — ? 

Решение. На каждое тело действуют две силы: сила тяжести и сила на¬ 
тяжения. Рассмотрим движение относительно неподвижного тела, например, 
пола. Пусть ось у направлена вертикально вверх. Ускорения тел ті и т 2 отно¬ 
сительно неподвижной системы отсчета различны. Основной закон динамики 
для тел запишется в виде 

т 1 а 1 = гпі§ + Ті, (2.36) 

т 2 а 2 = т 2 {? + Тг- (2.37) 

В проекциях на ось у уравнения (2.36) и (2.37) имеют вид 

гп \ Оі = -Шід + Ті, т 2 а 2 = -т 2 д + Т 2 . (2.38) 


Поскольку массы блока и нити равны нулю, имеем Ті = Т 2 = Т. Относительно 
блока тела движутся с одинаковым по величине ускорением а': 


Тогда аі — а' — а, а 2 = а' -I- а. Подставив выражения для аі и а 2 в уравнения 
(2.38), получим 

-ті(а'-а) = -гпід + Т, гп 2 (а'+ а) =-т 2 д + Т, (2.39) 


отсюда 


а 


а і = 


а 2 = 


т і - т 2 
ті -(- т 2 
ті - т 2 
ті + т 2 
ті - т 2 
ті + т 2 


(9 + а), 

І9 + а) - а, 
(д + а) +а, 


(2.40) 

(2.41) 


а'= 2,4м/с 2 , аі=0,4м/с 2 , а 2 = 4,4м/с 2 . 

Задача 7. Тело массой т = 2 кг движется по вертикальной стене. Сила Р 
действует вверх под углом а = 30°. Коэффициент трения к = 0,1. Определить, 
при каком значении силы Р ускорение тела направлено вверх и равно 2 м/с 2 . 

Дано: т = 2 кг, а = 30°, к = 0,1, а = 2 м/с 2 , д = 10 м/с 2 ; Т — ? 
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Рис. 2.16. 
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“а, 


БК 

Гп 



Решение. Рассмотрим движение тела относительно стены. Ось у направим 
вертикально вверх, ось х — перпендикулярно стене (рис. 2.17). 

На тело действуют четыре силы: сила тяги Г, сила тяжести Г т , сила трения 
Г тр , сила нормальной реакции N. Основной закон динамики для тела запишется 
в виде: 

та = Г + N + Г тр + Г т . (2-42) 

В проекциях на оси координат уравнение (2.42) имеет вид: 
на ось г 0 = ./V — Дзіпа, 

на ось у та = Р сов а — Р гр — тд. (2-43) 


Решая уравнения (2.43), определим 

т{а + д) 

* - I • 1 

сов а — к 8іп а 
2 -12 


Р = 


0,86-0,05 


Н = 30Н 


(2.44) 


Задача 8. По наклонной плоскости (угол наклона а) движется тело массой 
Ш 2 , связанное нерастяжимой нитью, перекинутой через блок, с телом массы 
Ші(ті > тг) (рис. 2.18). Коэффициент трения между грузом Ш 2 и наклон¬ 
ной плоскостью равен к. Найти силу, действующую на ось блока со стороны 
плоскости. (Массами блока и нити пренебречь, трение в оси отсутствует.) 

Дано: ті, тг, а, к] Р — ? 

Решение. Рассмотрим движение тел относительно наклонной плоскости. На 
тело массой гпі действуют две силы: сила тяжести Г т і и сила натяжения нити 
Ті. Основной закон динамики для него имеет вид 

тіаі = п»і8 + Ті. 


(2.45) 

















На тело т 2 действуют сила тяжести Г т2 = т 2 §, сила нормальной реакции 
Г4, сила натяжения нити Т 2 , сила трения Г тр . 

Чтобы определить, как направлена сила трения, нужно определить напра¬ 
вление движения. Сила трения не может изменить направление движения на 
противоположное. Следовательно, надо определять направление движения в от¬ 
сутствии силы трения. Очевидно, что если т\д > т 2 у зіп а, то тело т 2 движется 
вверх, сила трения направлена вниз (рис. 2.18,а). 

Основной закон динамики для тела массой т 2 : 

т 2 а 2 = т 2 й + Тг + N + Г тр . (2-46) 

В проекции на ось у\ уравнение (2.45) имеет вид 


тіаі = гп\д - Т\. 


(2.47) 


В проекциях на оси г 2 и у 2 уравнение (2.46) запишется в виде 


на ось і 2 т 2 а 2 = Т 2 — т 2 </ зіп а — Р тр , 

на ось у 2 0 = N — т 2 у сое а, 

Р т р = к'И = кгпъд сов а. 

В силу нерастяжимости нити аі = а 2 = а. 

Так как массы блока и нити равны нулю, то 

Т!=Г 2 =Т. 

Тогда уравнения (2.47) и (2.48) запишутся в виде 

т і а = т 1 д ~ Т, 

т 2 а = Т — т 2 у зіп а — &т 2 у сое а. 

Сложив уравнения (2.49) и (2.50), определим а: 

тпі — т 2 зіп а — Лт 2 соз а 

а = - ; - д. 

т і + т 2 


(2.48) 


(2.49) 

(2.50) 

(2.51) 


I 
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Ртр 


X 


Подставив (2.51), например, в (2.49), определим Т : 

Т= --—— (1 + к сова + віпа)^. (2.52) 

ті + т 2 

По 2-му закону Ньютона тбла цт = + Тг + Nбл, где тпс л — масса блока, а цт 

— ускорение его центра тяжести, Ті и Тг — силы натяжения нити, N 5 * — 
сила, действующая со стороны оси на блок (см. рис. 2.18,6). Масса блока р^вна 
нулю, откуда ^ л = — Те, где сила Те — равнодействующая сил натяжения, 
действующих на блок 


Следовательно, 


Отсюда 


Те = 2Т соз/?/2, 0 = ж/2 — а. 

Те = 2 Т соз(я-/4 — а/2). 


N^ 1 , = 2Т со8(х/4 - а/2) = 2- — ■ — - 2 ■ (1 + к соз а -I- 8Іп а) соз(я74 — а/2). 

тпі+т 2 , 


(2.53) 


Задача 9. Груз массой 30 кг придавливается к вертикальной стене силой Р л — 
= 100 Н. Чему должна быть равна сила тяги Р, чтобы груз равномерно двигался 
вертикально вверх? Определить значение минимальной силы Р, которой можно 
удержать тело в покое. Коэффициент трения ік = 0,2. .Принять д = 10м/с 2 . 

Дано: т = 30кг; Р А = 100 Н, А: = 0,2; Р — ? 

Решение. На тело действует пять сил: сила тяжести Г т = т§, сила давления 
Г д , сила нормальной реакции ІЧ, сила тяги Г, сила трения Г тр . 

Рассмотрим движение тела относительно стены. Выберем оси координат, как 
показано на рис. 2.19,о. Основной закон динамики для груза имеет вид: 

та = Г + Рд + N + Г тр + Р х . (2.54) 

По условию задачи тело движется равномерно, поэтому а = 0. 
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При движении тела вверх сила трения направлена вниз и проекция ее на ось 


у отрицательна. Уравнение (2.54) в проекциях 

на ось х 0 = N ~- Р я , (2.55) 

на ось у 0 = Р — тд — Р Тр (а = 0), (2.56) 

Г тр = ЛЛГ. (2.57) 

Учитывая (2.55) и (2.57) получим для Р, 

Р -тд + кР я , 

Р = (30 ■ 10 + 0,2 ■ 100) Н = 320 Н. (2.58) 


Согласно первому закону Ньютона, при этом значении силы Р тело также может 
оставаться в покое относительно вертикальной стены. Однако в этом случае сила 
Р не будет минимальной. 

Сила тяги может быть уменьшена, если предположить, что тело стремится 
двигаться вниз и его удерживают в покое две силы, направленные вверх, — сила 
тяги и сила трения (рйс. 2 Л9,б). В этом случае основной закон динамики также 
запишется в виде (2.54), так как на тело действуют те же пять сил. 

В проекциях же на оси координат уравнение (2.54) будет иметь вид: 

( на ось х 0 = N — Р А , 

на ось у 0 = Р + Р Т р — тд. (2.59) 

Используя выражение (2.57) для Р Т р , получим 

Р = тд — кР л , (2.60) 

Р = (30 • 10 — 0,2 • 100) Н = 280 Н. 

Выражение (2.60) дает минимальное значение силы Р, так как значение силы 
трения покоя было взято максимальным (формула (2.57)). При увеличении силы 
Р, если тело остается в покое, то значение силы трения уменьшается до нуля 
(сила трения покоя). В этом случае тд = Р. При увеличении Р сила трения 
покоя будет направлена так же, как и сила тяжести, достигая максимального 
значения (2.57). Дальнейшее увеличение Р приводит к ускоренному движению 
тела. 

Задача 10. На гладком горизонтальном столе лежит доска массой М — 2 кг, 
на которой находится брусок массой т — 1 кг. Тела соединены легкой нитью, 
перекинутой через блок, масса которого равна нулю. Какую силу Р нужно при¬ 
ложить к доске, чтобы она начала двигаться от блока с постоянным ускорением 
а = 0,5</? Коэффициент трения между телами к = 0,5 (рис. 2.20)’ Трением 
между доской и столом пренебречь. Считать д = 10 м/с 2 . 

Дано: М — 2 кг, ,т = 1 кг, а = 0, Ьд, к = 0,5; Р — ? 

Решение. На брусок действуют четыре силы: сила тяжести Г т і = тд, сила 
нормальной реакции N 1 , сила натяжения нити Ті и сила трения Г тр і . На доску 
действуют шесть сил: сила тяжести Г Т 2 = М§, сила Г, сила трения Г тр г со 
стороны бруска, сила давления со стороны бруска Г д = —N 1 , сила нормальной 
реакции N 0 , сила натяжения нити Т 2 . Запишем основной закон динамики для 
каждого из тел: 


таі = N1 + Г тр і + Гті + Тх. 

Ма = Г Т 2 + N 0 + Гд + Т 2 + Г тр 2 + Г. 


(2.61) 

(2.62) 
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Запишем уравнения (2.61) и (2.62) в проекциях на оси координат: 
на ось х — та\ = —Т\ + Ртрі, 

на ось у 0 = А^і — тд, (2.61а) 

Р грі = , 

на ось х Ма — —Тг — Д тр 2 + Р, 

на ось у 0 = N 0 — Р А — Мд. (2.62а) 

. По третьему закону Ньютона Т\ = Т 2 и Д тр і = Р Т р 2 , а вследствие нерастяжимо- 
сти нити а = аі. Решая совместно уравнения * 

М а — — Т — Р тр -Г Р ) 

-та — -Т + Р тр , 

получим 

(М + тп)а = Р — 2Р гр = Р — 2ктд, (2.63) 

откуда 

Р = 2ктд + (М + т)а, 

[Д] = (кг м/с 2 ) + (кг • м/с 2 ) = Н. 

Д = 25Н. 

Заметим, что относительно доски брусок движется с ускорением 2а. 

Задача 11. Тело массы т, движущееся с ускорением а, прикреплено к двум 
соединенным последовательно пружинам жесткости кі и & 2 - Каково суммар¬ 
ное удлинение пружин г і + агг? (Колебаний нет, массами пружин пренебречь.) 
Коэффициент трения к гр (рис. 2.21). 

Дано: т, Р, к гр , к ь к 2 \ (*і + х 2 ) — ? 

Решение. На тело действуют четыре силы: сила тяжести Г т , сила трения 
Г тр , сила нормальной реакции К, сила натяжения первой пружины Г н і. Основ¬ 
ной закон динамики для тела массой т запишется в виде 

та = Г„і + Г тр + т§ + N. 


(2.64) 
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Рис. 2.21. 



Поскольку ось х направлена вдоль плоскости, по которой движется тело, то 

уравнение (2.64) в проекции на эту ось имеет вид 

* 

* та = Е„і — к тр тд. (2.65) 


Сила натяжения /іервой пружины есть Р и \ = т(а + к тр д). Отсюда в силу 
Р я1 = кх і имеем 

х\ = т(а + к тр д)/кі. (2.66) 

По условию задачи массами пружин пренебрегаем, поэтому сила натяжения 
второй пружины Р я2 равна силе натяжения первой пружины Р я \. Если бы си¬ 
лы натяжения не были равны, то это вызвало бы дальнейшую деформацию од¬ 
ной из пружин, здесь же рассматривается движение, начиная с момента, когда 
пружины'уже больше не деформируются: Р я і = Р и і, откуда 


хі = т(а -Ь к гр д)/к 2 . 


Следовательно, суммарное удлинение равно 


х = хі + х 2 = т(а 



(2.67) 


и окончательно 

_ т(а + к тр д)(кі + к 2 ) 
к\к 2 


( 2 . 68 ) 


Задача 12. Через какое время скорость тела, которому была сообщена скорость 
го, направленная вверх по наклонной плоскости, снова будет равна ѵо? Коэффи¬ 
циент трения к, угол наклона плоскости к горизонту а. Тело начинает двигаться 
со скоростью го, находясь посередине наклонной плоскости. 

Дано: го, а, к] I — ? 

Решение. Скорость тела снова станет равной го, когда тело будет спускаться 
по наклонной плоскости. На тело действуют три силы: сила тяжести Г т , сила 
нормальной реакции М, сила трения Г тр (рис. 2.22). 

Рассмотрим движение тела относительно наклонной плоскости. Направим 
ось х вдоль плоскости, ось у перпендикулярно ей. 

Основной закон динамики для тела запишется: 


та = те + N + Г тр . 


(2.69) 
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Когда тело движется вверх, сила трения направлена в сторону, противополож¬ 
ную направлению оси х. Отметим, что ускорение в этом случае направлено в 
сторону, противоположную скорости. В проекциях на оси координат уравнение 
(2.69) имеет вид: 

на ось х — та\ = —тд зіп а — Р тр , (2.70) 

на ось у 0 = N — тд сова, (2-71) 

Р тр = і/Ѵ — ктпд с 05 а, 

откуда 

ах = у(зіп а + к сов а). (2.72) 

В наивысшей точке подъема ѵ = 0: 


где <х 
сти: 


V = ѵ 0 - 0х<1 = О, 

промежуток времени, в течение которого тело поднимается по плоско- 


і = — = 




__ (2.73) 

ах у(зіп а + к сов а) ' ’ ' 

Когда тело скользит вниз, сила трения изменяет направление, и в проекции на 
ось х основной закон динамики запишется в виде 


—таг = —тд 8Іп а -+- ктд сов а, 


\ 

02 = у (зіп а — к соз а). 

(2.74) 

Скорость тела изменяется 

по закону ѵ = аД. Тело будет иметь скорость і>о через 

промежуток времени І 2 '- 

^ _ По _ «0 

а 2 у(зіп а — к сов а) 

„ (2.75) 



Окончательно, 1 = і\ -Мг 

2 ѵо зіп а 

у(зіп 2 а — к 2 соз 2 а) 

• (2.76) 


Задача 13. На наклонной плоскости с углом наклона а неподвижно лежит те¬ 
ло. Коэффициент трения между телом и плоскостью^>авен к. Наклонная плос¬ 
кость начинает двигаться по столу с ускорением а в направлении, указанном 
стрелкой (рис. 2.23). При каком значении этого ускорения тело начнет соскаль¬ 
зывать? 

Дано: к і, а; а — ? 

Решение. Тело находилось в покое на наклонной плоскости, следовательно, 
к гр > Когда плоскость начинает двигаться, изменяется сила давления тела 
на стол и соответственно сила нормальной реакции, уменьшается сила трения 
и тело может начать скользить вдоль наклонной плоскости. Рассмотрим движе¬ 
ние тела относительно стола (инерциальная система отсчета). Ускорение тела 
относительно этой системы отсчета а равно 

а = а 0 + а', 

где а' — ускорение тела относительно плоскости, ао — ускорение плоскости от¬ 
носительно стола. Если скольжения тела нет, то а = ао. Выберем оси координат, 
как показано на рис. 2.23. Проекции ускорения тела на оси а; и у равны 

а х = а' — ао сова, а у = —ао зіп а. 
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На тело действуют три силы: сила тяжести Г т = т^, сила нормальной реакции 
N и сила трения . Основной закон динамики для тела имеет вид 

ж та = т§ + N + Г тр . (2.77) 

В проекциях на оси координат уравнение (2.77) запишется (а' = 0) : 

на ось х — тао сов а = тд зіп а — Р тр , (2.78) 

* на ось у — тао зіп а = N — тд сое а. (2.79) 


Из уравнения (2.79) следует, что сила нормальной реакции зависит от ао, что яс¬ 
но и из физических соображений. При увеличении ао сила нормальной реакции 
убывает. Сила трения из (2.78) равна 

Р тр = т(у зіп а + а 0 сова). ^2-80) 


Чем меньше а о, тем меньше должна быть сила трения, удерживающая тело не¬ 
подвижным на наклонной плоскости. 

Максимальное значение силы трения дается выражением Р тр = к^рN, отсюда 
можно определить ао тах , при котором тело еще будет оставаться неподвижным 
на плоскости: 


к тр 

а 0тах — 1 ; і 7 > 

1 + Аг Т рі %а 


(2.81) 


следовательно, при а < аотах тело неподвижно относительно наклонной плоско¬ 
сти и движется с ускорением ао относительно стола, при а > ао та х тело начинает 
соскальзывать. 


Задача 14. На наклонной плоскости, составляющей угол а с горизонтом, ле¬ 
жит доска. С каким ускорением и в каком направлении должен бежать по доске 
человек, чтобы доска оставалась неподвижной на плоскости? Массы человека и 
доски тиМ, соответственно, трением доски о плоскость пренебречь (рис. 2.24). 

Дано: т, М, а, к] а — ? 

Решение. Человек при ходьбе отталкивается от доски, действуя на нее силой 
ЕѴ На доску действуют четыре силы: сила тяжести Г т і = М§, сила нормальной 
реакции N 1 , сила давления человека на доску Г д и сила трения Г і со стороны 
человека. (Именно благодаря этой внешней силе человек может двигаться; при 
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отсутствии силы трения, под действием только внутренних сил центр тяжести 
человека не будет перемещаться.) Сила Еі компенсирует составляющую силы 
тяжести, направленную вниз вдоль наклонной плоскости. Условие равновесия 
доски запишется в виде 

0 = Г т1 + ^ + Г д + Г!. (2.82) 


На человека действуют сила тяжести Г Т 2 = т%, сила нормальной реакции N 2 , 
сила трения со стороны доски Гг, направленная вниз (по 3-му закону Ньютона), 

Г 2 

= — Гх- Основной закон динамики для человека имеет вид 

та = Г 2 + гл*; + N 2 . (2.83) 


Выберем оси хи у, как показано на рис. 2.24. 

В проекциях на оси координат уравнение (2.82) запишется в виде: 


на ось х 0 = Рі — Мд зіп а, (2-84) 

на ось у 0 = N 1 — Г д — Мд соз а, (2.85) 

а уравнение (2.83) в виде 

на ось х та = —тд зіп а — Гг, (2.86) 

на ось у 0 = ІѴг — т# соз а. (2.87) 

По 3-му закону Ньютона Гі = Гг. Из уравнения (2.84) следует: Г\ = Мд зіп а. 
Подставив Гг = Гі в (2.86), получим 


та = —тд віп а — Мд зіп а, 

откуда окончательно искомое ускорение а определится выражением 

М + т 

а =- д 8іп а. 

т 


Ускорение человека должно быть направлено вниз по наклонной плоскости. Од¬ 
нако направление ускорения не указывает направления движения. Если человек 
бежит вверх, то он должен бежать равнозамедленно, если вниз, то равноуско¬ 
ренно. * 


Задачи для самостоятельного решения 

Задача 1. Тело массой 200 кг равномерно тянут с силой 1500 Н вверх по наклон¬ 
ной плоскости с углом наклона 30°. С каким ускорением тело будет соскальзывать 
с наклонной плоскости, если его отпустить? 

Ответ: 2,5 м/с 2 . 

Задача 2. В устройстве, показанном на рис. 2.25, груз ті скользит без трения 
по наклонной плоскости с углом наклона о = 30°, ті=400 г, тг=220 г. Найти 
ускорение грузов. 

Ответ: а и 0,75м/с 2 . 

Задача 3. Два бруска массой М= 0,2 кг каждый поместили на наклонную плос¬ 
кость с углом а = 45°, как показано на рис. 2.26. Коэффициент трения нижнего 
бруска о наклонную плоскость к і = 1, верхнего к 2 = 0,1. Определить силу взаи¬ 
модействия брусков при их совместном соскальзывании с наклонной плоскости. 
Ответ: 0,063 Н. 
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Рис. 2.27. Рис. 2.28. 


* 4 / 

% 

Задача 4. Два тела, связанные нитью, движутся по гладкому горизонтальному 
столу. Ког^а сила 100 Н была приложена к правому телу, сила натяжения нити 
была равна* 30 Н. Какова будет сила натяжения нити, если приложить эту силу 
к левому телу? 

Ответ: 70 Н. 

Задача 5. Шарик массой т прикреплен двумя нитями к доске (рис. 2.27). Ка¬ 
ким будет натяжение каждой нити, если доска станет двигаться вверх с ускоре¬ 
нием а? 

Ответ: Т = т(д + а)/2 сов а. 

Задача 6. На столе лежат два бруска, связанные нитью. На брусок 1 действует 
сила 20 Н под углом а = 30° к горизонту. Коэффициент трения брусков о стол 
к = 0,1, массы брусков ті = 4 кг и гщ = 2 кг. Определить ускорение, с которым 
движутся тела, а также силу натяжения нити (рис. 2.28). 

Ответ: а = 2 м/с 2 , Т=10Н. 

Задача 7. На наклонной плоскости находится тело массой ш, на которое дей¬ 
ствует горизонтально направленная сила Р (рис. 2.29). Определить ускорение 
тела а и силу, с которой оно давит на плоскость, Р Д . Коэффициент трения тела 
о плоскость равен к, наклонная плоскость составляет с горизонтом угол а. 

Ответ: а = [Г(со8 а + к зіп а) + тд(зіп о — А:сое о)]/т; Р д = тдсоз а — Р зіп а. 

Задача 8. Поезд, подъезжая к станции со скоростью «=72 км/ч, начинает рав¬ 
номерно тормозить. Каково время торможения поезда до полной остановки, без¬ 
опасное для пассажиров (пассажиры не падают с полок)? Коэффициент трения 
о полки к = 0,2. 

Ответ: I = ѵ/кд = 10 с. 

Задача 9. Две гири связаны нерастяжимой нитью, перекинутой через блок. 
Разность их высот равна 2 м. Предоставленные самим себе, гири через 2 с после 


і 
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начала движения оказались на одной высоте. Какова масса более легкой гири, 
если масса другой гири 0,2 кг? Масса блока равна нулю. 

Ответ: т щ = 0,83 кг. 

Задача Ю. Через блок перекинута нить, к которой привязаны два груза оди¬ 
наковой массы. Грузы лежат на плоскостях клина, расположенных под углами 
а и /3 к горизонту; а = 30°, Р = 60° (рис. 2.30). Коэффициент трения грузов о 
плоскости равен к = 0,1. Определить ускорения тел. 

Ответ: а = (д/2)[(ып 0 — віп о) — к(сов а + соз /3)], а = 1,15м/с 2 . 

Задача 11. На доске массой ліг лежит тело массой Ші, к которому привязана 
нить, перекинутая через блок (масса блока равна нулю). Ко второму концу нити 
привязан груз М (рис. 2.31). Коэффициент трения между доской и телом кі, 
коэффициент трения между доской и столом к 2 . При какой максимальной массе 
груза тело не соскользнет с доски? 

Ответ: 

у _ тДкі — к 2 )(ті + та) 
т 2 (1 + к 2 ) - ті(кі + к 2 ) 

Задача 12. Груз массой 4 кг подвешен на пружине, коэффициент упругости ко¬ 
торой к = 1000 Н/м. Определить, какую дополнительную деформацию пружины 
Дх вызовет движение точки подвеса пружины вверх с ускорением 2 м/с 2 ; вниз с 
тем же ускорением. (Принять д = 10 м/с 2 .) « * 

Ответ: Дхі = 0,048 м, Дх 2 = 0, 032 м. 

Задача 13. Через блок, масса которого равна нулю, перекинут шнурок. На од¬ 
ном конце шнурка привязан груз массой п»і, по другому скользит кольцо массой 
т 2 с постоянным относительно шнурка ускорением а 2 . Найти ускорение груза 
гпі и силу трения кольца о шнурок. Массой шнурка пренебречь и считать, что 
груз т і опускается. 

Ответ: 

шіз - тпі(д - а 2 ) т\тпі(2д - а 2 ) 

Оуі — I , Г тр — ■ . 

гп\ + т 2 ті + т 2 

Задача 14. По канатной железной дороге с наклоном 30 е к горизонту спускает¬ 
ся вагонетка массой 500 кг. Какую силу надо приложить к канату, чтобы вдвое 
снизить скорость вагонетки на пути 10 м, если перед торможением она имела 
скорость 4 м/с? Коэффициент трения к = 0,01. 

Ответ: 23 Н. 

Задача 15. От поезда, идущего по горизонтальному участку пути с постоянной 
скоростью ѵо, отделяется 1/3 состава. Сила тяги при этом остается неизменной. 
В некоторый момент времени скорость отделившихся вагонов уменьшилась в два 
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Рис. 2.32. 


раза. Определите скорость головной части поезда в этот момент. Сила трения 
пропорциональна силе тяжести и не зависит от скорости. 

Ответ: ѵ — (5/4)»о. 

Задача 16. На два бруска массами т\ и шг, связанных нерастяжимой нитью, 
действуют силы Рі и Гг под углами аі и а: к горизонту соответственно (рис. 
2.32). Найти ускорение системы, если коэффициент трения между брусками и 
горизонтальной плоскостью равен к. 

Ответ: 

Гі сое а і — Гг сое «2 — А:[(ті + т 2 )д — Гі віп «і — Гг зіп агг] 

ТП\ + НІ2 
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Импульс тела. 

Закон сохранения импульса 


Импульс тела (количество движения) р — физическая величина, равная про¬ 
изведению массы тела на его скорость: 

р = тѵ. (3.1) 

Импульс силы — физическая величина, равная произведению силы на проме¬ 
жуток времени, в течение которого эта сила действует, Г Аі. 2-й закон Ньютона 
может быть сформулирован следующим образом: 

Изменение импульса тела равно импульсу подействовавшей на него силы, т. е. 

Ар = ГД<. ' (3.2) 

Очевидно, что закон (3.2) переходит в (3.1), если масса т остается постоянной. 

Если на тело действуют несколько сил, то в этом случае берется результирую¬ 
щий импульс всех сил, подействовавших на тело. В проекциях на оси координат 
х, у, г уравнение (3.2) может быть записано в виде . 

А р х = Р х Д I, Ар у = Гу Аі, А р г = Р 2 А і. (3.3) 

а I 

Из (3.3) следует, что если, например, Р у Аі — 0 и Г г А1 = 0, то происходит 
изменение проекции импульса только на одно направление, и обратно, если из¬ 
меняется проекция импульса только на одну из осей, то, следовательно, импульс 
силы, действующей на тело, имеет только одну проекцию, отличную от нуля. 
Например, пусть шарик, летящий под углом а к горизонту, упруго ударяется о 
гладкую стенку. Тогда при отражении изменяется только х-компонента импуль¬ 
са (рис. 3.1). Проекции импульса на ось х: 

р 1х = тѵ і сова, р 2 х = —лм >2 сова. 

Изменение импульса: 

Ар х = р 2 х — Ріх = —тпѵ 2 сов а — тѵ\ сов а. 

При упругом ударе о стенку скорости до и после удара равны: ѵі = Ѵ 2 = ѵ, 
поэтому 

Ар х = —2 тѵ сов а. 

Следовательно, на шарик подействовал импульс силы, проекция которого на ось 
х есть Р Х А1 = —2гш;сова, проекции на ось у 

Р\ у — —тѵ\ віп а, Р2у = —тѵ 2 зіп а. 
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Изменение импульса: 

ДРу = Р 2 у — Ріу = о. 

Следовательно, проекция импульса силы на ось у равна Г у А1 = 0. 

Понятием импульса ціироко пользуются при решении задач о движении не¬ 
скольких взаимодействующих тел. Совокупность п взаимодействующих тел на¬ 
зывается системой тел. Введем понятие внешних и внутренних сил. Внешни¬ 
ми силами Р внеш называются силы, действующие на тела системы со стороны 
тел, не входящих в нее. Внутренними силами В внутр называются силы, воз¬ 
никающие в результате взаимодействия тел, входящих в систему. Например, 
мальчик подбрасывает мячик. Рассмотрим систему тел мальчик — мяч. Силы 
тяжести, действующие на мальчика и мяч, сила нормальной реакции, действу¬ 
ющая на мальчика со стороны пола, — внешние силы. Сила, с которой мяч 
давит на руку мальчика, сила, с которой мальчик действует на мяч, пока он не 
оторвется от руки, — внутренние силы. 

Рассмотрим систему из двух взаимодействующих тел 1 и 2. На тело 1 действу¬ 
ют внешняя сила Г вне ші и внутренняя сила (со стороны второго тела) Г В нутрі ■ 
На второе тело действуют силы Р внеШ 2 и Г ВН утр2- Согласно (3.2), изменение им¬ 
пульса первого тела за промежуток времени Д і равно 

Дрі = ГвнутріД^ 4" Г'внешіД^і (3.4а) 

изменение импульса второго тела: 

Др2 = ГанутргД^ + Р В неш2ДС (3.46) 

Суммарный импульс системы равен 

Р = Рі+Р 2 - 

Сложив левые и правые части уравнений (3.4а) и (3.46), получим изменение 
суммарного импульса системы: 

Др = (^внутрі 4” ®' ВН у Т р 2 )Д^ 4” (Г В неш1 4" Р В нешг)ДС 
По 3-му закону Ньютона 

^внутрі — Г ВН утр2, 
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откуда 

Др = ГвнешД*і (3-5) 

где Г внеш Д< — результирующий импульс внешних сил, действующих на тела 
системы. Итак, уравнение (3.5) показывает, что импульс системы может изме¬ 
ниться только под действием внешних сил. Закон сохранения импульса можно 
сформулировать следующим образом: 

Импульс системы сохраняется, если результирующий импульс внешних сил, 
действующих на тела, входящие в систему, равен нулю. 

Системы, в которых на тела действуют только внутренние силы (т. е. те¬ 
ла системы взаимодействуют только друг с другом), называются замкнутыми 
(изолированными). Очевидно, что в замкнутых системах импульс системы со¬ 
храняется. Однако и в незамкнутых системах в некоторых случаях можно ис¬ 
пользовать закон сохранения импульса. Перечислим эти случаи. 

1. Внешние силы действуют, но их результирующая равна 0. 

2. Проекция внешних сил на какое-то направление равна 0, следовательно, 
проекция импульса на это направление сохраняется, хотя сам вектор импульса 
не остается постоянным. 

3. Внешние силы много меньше внутренних сил (.Рвнеш << ^внутр)- Измене¬ 
ние импульса каждого из тел практически равно Р внутр А1. 

Примеры применения закона сохранения импульса 

Задача 1. Два шарика массами ті, и Шг движутся навстречу друг другу по 
идеально гладкой поверхности со скоростями Ѵі иѵг. Определите скорость и 
шариков после абсолютно неупругого удара (рис. 3.2). 

Абсолютно неупругим ударом называется взаимодействие, в результате ко¬ 
торого тела начинают двигаться вместе с одинаковыми ^коростя^Щі. 

Дано: ті, т 2 , «і, ѵ 2 ; и — ? * 

Решение. На шарики действуют внешние силы: сила тяжести и сила нор¬ 
мальной реакции, однако результирующая их равна 0 , т. е. можно применить 
закон сохранения импульса (случай 1 ) 

Рі = Ри (36) 

где рі = рі + р 2 — импульс системы до взаимодействия (рі = шіѵі, р 2 = 
= т 2 ѵ 2 ), рп — импульс системы после взаимодействия, рц = (ті + т 2 )и. Вы¬ 
берем ось х вдоль плоскости и запишем (3.6) в проекциях на ось х: 

ті«і - ш 2 ѵ 2 = (ті + т 2 )и, 


откуда 

ТП\Ѵ\ — ТП2Ѵ2 

и =-. 

тп\ -1- т 2 

Задача 2. Акробат массой ті = 50 кг прыгает, держа камень т 2 = 5 кг в руке, 
под углом 60° к горизонту со скоростью ѵо = 6м/с. В наивысшей точке своей 
траектории он бросает груз горизонтально назад с относительной скоростью ѵ 1 = 
= 2 м/с. На сколько увеличится дальность прыжка акробата? 

Дано: ті = 50кг, т 2 = 5кг, ѵо = 6м/с, а = 60°, ѵ' = 2м/с; Д« — ? 
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Решение. Дальность прыжка увеличивается вследствие увеличения скоро¬ 
сти акробата за счет бросания камня. Выберем направление осей координат, 
как показано на рис. 3.3. По оси х движение акробата равномерное со ско¬ 
ростью ѵох = ѵо сов а и со скоростью ѵіх после бросания камня. Увеличение 
дальности прыжка Д« = (і>і х — ѵо І )(, где і — время прыжка с момента броса¬ 
ния до падения на землю. На тела действуют внешние силы — силы тяжести, 
однако проекции сил тяжести на ось х равны нулю. Следовательно, проекция 
импульса на ось х остается постоянной (случай 2): 

рГг = РПх, (ті + т 2 )ѵ 0х = ттііѵіх - т 2 г 2х . (3.7) 


Скорость камня г 2х берется относительно неподвижной системы отсчета, в 
условии задач.* дана скорость камня относительно акробата. Заметим, что им¬ 
пульсы всех тел должны рассчитываться относительно одной системы отсчета. 
Согласно закону сложения скоростей, 

ѵ 2х = ѵ' - ѵ Хх . (3.8) 


Подставив (3.8) в (3.7), получим для ѵ\ х 


= ѵ 0х + 


т 2 і/ 


т і + т 2 


откуда 


Аз = 


т 2 ѵ 


-I. 


тпх + т 2 

Длительность прыжка і = ѵо у /д (см. задачу 6, гл. 1). Окончательно 


і 


Де = 


т 2 і/ ѵозіпа 
ті + т 2 д 


Аз == 0,095м. 


Задача 3. На высоте Н = 80 м снаряд, летящий горизонтально со скоростью 
го = ЮО м/с, разрывается на два равных осколка. Первый осколок через <і = 2 с 
падает в эпицентр взрыва. Определить дальность полета второго осколка / 2 . 

Дано: ѵ 0 = 100 м/с, Л = 80 м, = 2 с; / 2 — ? 

Решение. Для определения дальности полета второго осколка необходимо 
знать его скорость после взрыва. Для определения этой скорости воспользуемся 
законом сохранения импульса. На тела (снаряд, осколки) действует внешняя 
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Рис. 3.4. 


сила — сила тяжести, однако Р т -С Р внутр (случай 3). По закону сохранения 
импульса 

Рі = Ри, (3.9) 

где рн = рі +Р 2 , Рі — импульс первого осколка, а р 2 — импульс второго осколка. 

Определим импульс первого осколка. Предположим, что непосредственно 
после взрыва он летит вниз. Уравнение движения его вдоль оси у: 

Уі = ѵ іу 1 + сч у 1 2 /2, 

где ѵі у = «і, а\у = д, откуда 


ѵі = 


Л - ді 2 / 2 


80 — (10 • 4)/2 . ОЛ . 
ѵі =---м/с = 30 м/с. 

2 ** 

Поскольку ѵі у > 0, следовательно, наше предположение оказалось верным и пер¬ 
вый осколок после взрыва летит вниз. На рис. 3.4 показаны импульсы снаряда 
и осколков. В проекциях на оси координат уравнение (3.9) записывается в виде 

Рі=Р2*, Ріу+Р2у = 0, т. е. тѵо = (т/2)ѵ 1х , (т/2)гі у + (т/2)г 2у = 0 , 

откуда 

Ѵ2х = 2 Го, Ѵ 2 у = -Ѵіу = -Ѵі. 

Для второго осколка законы движения по осям х и у имеют вид (рис. 3.4,5) 
х 2 = 2ѵ 0 і, 1/2 = ѵ 2у і + д1 2 /2 = -Ѵіі + ді 2 /2, ѵ 2у < 0. 

При падении у 2 = 0, откуда 

<2 = (ѵі + у/ѵі +2дН^ /д, 

І 2 = (30 + ^900 + 1600) /Юс = 8с. 

Следовательно, 


х 2 = І 2 = 2«о + у/ѵІ+ 2дк \ /д = 1600 м. 
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Задача 4. Лодка длиной I и массой М стоит в спокойной воде. На носу лодки 
сидит человек массой т. На сколько сместится лодка относительно берега, если 
человек перейдет с носа на корму (рис. 3.5)? При этом сопротивление воды и 
перемещение воды в объеме лодки не учитывать. 

Дано: т, М, /; Ах — ? 

Решение. Прежде чем человек пошел по лодке, импульс системы лодка — 
человек был равен 0: 

Рі = 0. 

После того как человек пойдет по лодке относительно берега со скоростью ѵі, 
лодка начнет двигаться со скоростью ѵ 2 . 

Скорость человека относительно берега ѵі связана со скоростью человека от- 

I 

носительно лодки \ х соотношением 

Ѵі = + ѵ 2 . 

Поскольку сумма внешних сил, действующих на систему, равна нулю, можно 
использовать закон сохранения импульса: рі = рц. В проекции на ось х имеем 

0 = Мѵ2 — тпѵ\ . (3.10) 

Скорость человека относительно лодки равна ѵ\ = ѵі + ѵ 2 . Очевидно, что 
эта скорость определяется из выражения = І/Аі, где Аі — время движения 
человека по лодке. *3а этот же промежуток времени лодка перемещается на 
расстояние Ах; равное ѵ 2 Ді, откуда скорость лодки и человека 

* Щ Д X 

ѵ 2 = др Ѵі = (І/АІ) - {Ах/Аі). 

Подставив найденные выражения в (3.10), получим 


[ 

: Окончательно, 





Задача 5. Частица массы гпі, имеющая скорость ѵ, налетела на покоящуюся 
частицу массы ш 2 и отскочила от нее со скоростью ѵі под прямым углом к 
направлению первоначального движения. Какова скорость второй частицы ѵ 2 ? 
Массы частиц малы и силой тяжести по сравнению с силами взаимодействия 
частиц можно пренебречь. 

Дано: тп \, т 2 , ѵ, і>і; ѵ 2 — ? 

Решение. По условию задачи Р вие ш << Т^внутр (3-й случай). Оси координат 
выберем, как показано на рис. 3.6. По закону сохранения импульса 


РІ = РП, 


(3.11) 


где рі = тіѵ, рп = шіѵі + т 2 ѵ 2 . Запишем уравнение (3.11) в проекциях на оси 
координат: 


на ось х 
на ось у 


тіѵ = гщѵ 1х +т 2 ѵ 2х , (ѵ 1х = 0), 
0 = тіѵі + т 2 ѵ 2у , 
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Рд 


У 



х 




х 


Рт 

Рис. 3.5. 


Рис. 3.6. 


откуда 


ѵ 2х = (т 1 /т 2 )ѵ, ѵ 2у = -(ті/ш 2 )і>і. 


Следовательно , 



Задача 6. Два человека на роликовых коньках стоят друг против друга. Масса 
первого человека ті = 70 кг, а второго т 2 = 80 кг. Первый бросает второму груз 
массой т = 10 кг со скоростью, горизонтальная составляющая которой ѵ = 5 
м/с относительно земли. Определить скорость первого человека после броска и 
второго после того, как он поймает груз. Трение не учитывать. 

Дано: ті = 70 кг, т 2 = 80 кг, ш = 10 кг, ѵ = 5 м/с; іц — ? ѵ 2 — ? 

Решение. В данном случае рассматривается система трех тел: два человека 
и груз. В связи с тем, что трение не учитывается и проекщнгвсех внешних сил 
на горизонтальное направление (например, на ось х) равны нулю, проекция им¬ 
пульса системы на это направление сохраняется. Рассмотрим «сначала систему 
1-й человек — груз, а затем 2-й человек — груз. В условии задачи дается ско¬ 
рость груза, которую мы не можем использовать, применяя закон сохранения 
импульса к системе в целом, так как в начальном состоянии скорость груза бы¬ 
ла равна нулю, как и скорость 1-го человека, а в конечном состоянии скорость 
груза равняется скорости 2-го человека. Итак, для системы человек массой гт»і 
— груз закон сохранения импульса в проекции на ось х имеет вид 


Ріі = Рііг, 0 = шіѵі — тѵ. 
Тогда скорость ѵ\ 1-го человека после броска равна 

тѵ 5 . 


Ѵі =-, Гі = - м/с 

Ші і 


Для системы груз — 2-й человек проекция импульса на ось х до взаимодействия 
равна 


Ріх = ~ тѵ - 


После взаимодействия имеем 


Ріі* = -(тп + ш 2 )г 2 . 


Следовательно , 


—тѵ — — (т -(- т 2 )ѵ 2 , 
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откуда для скорости ѵ 2 получаем выражение 

тѵ 


ѵ 2 = 


50 . 5 . 

’ != 90 М/С= 9 М/С ' 


т + т 2 

Заметим, что в условии задачи была дана скорость груза относительно земли, 
скорости первого и второго человека «і и ѵ 2 рассчитывались относительно этой 
же системы отсчета. 

Задача 7. Ракета массой то = 3000 кг летит со скоростью ѵ = 200 м/с. От нее 
отделяется ступень массой т = 1000 кг, при этом скорость головной части возра¬ 
стает на 20 м/с. Определить, с какой скоростью будет двигаться отделившаяся 
часть ракеты. 

Дано: то = 3000 кг, т = 1000 кг, ѵ = 200 м/с, Дѵ = 20 м/с; ѵ 2 — ? 

Решение. Решим эту задачу двумя способами, рассматривая движение от¬ 
носительно двух систем отсчета. Обе системы отсчета инерциальные. 

Способ 1. Рассмотрим движение частей ракеты относительно системы отсче¬ 
та, связанной с движущейся с постоянной скоростью ракетой. Тогда до отде¬ 
лений головной части импульс системы был равен нулю, рі = 0. Относительно 
этой системы отсчета скорость головной части после отделения равна щ = Аѵ, 
скорость отделившейся части равна и 2 и направлена в противоположную сторо¬ 
ну; 

рп = ти 2 + (т 0 - т)иі, рі = рн (3 случай). 

В проекциях на^направление движения 

* (т 0 — т)«і — т« 2 = 0, 

откуда „ 

то-т 

«2 = - Аѵ, 112 = 40 м/с. 

• т 

Следовательно, относительно Земли скорость отделившейся, части 

ѵ 2 = г - и 2 = 160 м/с. 

Способ 2. Рассмотрим движение ракеты относительно Земли. Импульс си¬ 
стемы до отделения головной части равнялся 

рі = т 0 ѵ. 

Импульс после отделения равен сумме импульсов частей ракеты: 

РИ = тѵі + (т 0 - т)ѵі , рі = рц. 

В проекциях на направление движения ракеты закон сохранения импульса име¬ 
ем вид 

то г = (то — т)ѵі — тѵ 2 

(в предположении, что отделившаяся часть летит в противоположную сторону). 
Для ѵ 2 получим 

(то — т)ѵ 1 — т 0 ѵ 

ѵ 2 — -. 

т 

Скорость головной части і>! = ѵ + Аѵ — 220 м/с, отсюда 

2000-220-3000-200 . , вл . 
ѵ 2 =-^-м/с = -160 м/с. 

Знак минус указывает, что предположение о направлении движения отделив¬ 
шейся части ракеты неверно. Отделившаяся часть ракеты летит в том же на¬ 
правлении, что и головная, со скоростью 160 м/с. 
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Задачи для самостоятельного решения 


Задача 1. Три лодки одинаковой массы М движутся по инерции друг за другом 
с одинаковой скоростью ю. Из средней лодки в крайние одновременно перебрасы¬ 
вают грузы массой т со скоростью и относительно лодок. Какие скорости будут 
иметь лодки после перебрасывания? Сопротивление воды не учитывать. 

Ответ: 


ѵі 


Мѵ + т(ѵ + и) 
М + т ’ 


«2 = ѵ ; « 3 


Мѵ + т(ѵ — и) 
М + т 


Задача 2. Космический корабль должен, изменив курс, двигаться с прежним 
по модулю импульсом р под углом а к первоначальному направлению. На какое 
минимальное время должен быть включен двигатель с силой тяги Г и как при 
этом нужно ориентировать ось двигателя? 

Ответ; I = 2р(зіп а/2)/Р, /3 = (т + а)/2 к начальной скорости. 

Задача 3. Космический корабль перед отделением последней ступени ракеты- 
носителя имел скорость о. После отбрасывания последней ступени его скорость 
стала равной 1,01«, при этом отделившаяся ступень удаляется относительно ко¬ 
рабля со скоростью 0,04г. Какова масса последней ступени, если масса корабля 
равна то? 

Ответ: т = то/3. 

Задача 4. Граната, летевшая со скоростью 10 м/с, разорвалась на два осколка. 
Больший осколок, масса которого 60% массы всей гранаты, продолжал двигаться 
в прежнем направлении, но с увеличенной скоростью, равной 25 м/с. Найти 
скорость меньшего осколка. 

Ответ: «2=12,5 м/с. 

Задача 5. Тело массой т соскальзывает с наклонной плоскости на неподвиж¬ 
ную платформу. Какую скорость будет иметь платформа, кбгда груз упадет на 
нее? Масса платформы М, высота начального положения тел$. Н, угол наклона 
плоскости к горизонту а, коэффициент трения между наклоАиой плоскостью и 
телом к. Платформа движется без трения. 

Ответ: 

гп\/2дІ(8 іп а — к сое а) соэ а 

ѵ = —---- - -. 

тп + М 

Задача 6. Плот массой М = 2000 кг находится на расстоянии 5 = 2 м от берега. 
Автомобиль массой тп = 1000 кг перемещается от одного края плота к другому. 
Сможет ли при этом плот пристать к берегу, если длина плота і = 7 м. 

Ответ: сможет. 


Задача 7. На конце соломинки, лежащей на гладком столе, сидит кузнечик. С 
какой минимальной скоростью он должен прыгнуть, чтобы попасть на другой 
конец соломинки? Трение между столом и соломинкой не учитывать. Масса 
соломинки М, ее длина I, масса кузнечика тп. 

Ответ: ѵ = у/МдІ/(М + т). 

Задача 8. Снаряд массой ті = 20 кг, летевший со скоростью «і = 500 м/с под 
углом а = 30° к горизонту, попадает в платформу с песком массой тг = 10 т и 
застревает в песке. Определите скорость движения платформы, если первона¬ 
чально платформа двигалась навстречу снаряду со скоростью «2 = 2 м/с. 

Ответ: « = 1, 5 м/с. 









Глава 4 


Механическая работа и энергия. 
Закон сохранения энергии 


Пусть на тело действует постоянная сила Г и тело перемещается на Де. Меха¬ 
ническая работа равна произведению модулей силы и перемещения точки при¬ 
ложения силы на косинус угла между вектором силы и вектором перемещения 
(рис. 4.1): 

. * А = ГАзсоаа. (4.1) 

Проекция силы н& вектор перемещения равна 

Р, = Р сова, 

4 

следовательно, > 

А = Р й Ав. (4.2) 

Из формулы (4.1) следует, что при а < яг/2 работа силы положительна, А > О, 
при а — яг/2 А = 0, при а > ъ/2 А < 0. 

На рис. 4.2 изображена зависимость Р, от в. Из формулы (4.2) очевидно, что 
работа силы Г численно равна площади заштрихованного прямоугольника. 

Если Р, зависит от в по произвольному закону (рис. 4.3), то, разбивая полное 
перемещение на малые отрезки Д«;, в пределах каждого из которых значение 
Р,і можно считать постоянным, получим, что работа силы Г на перемещении а 
равна площади криволинейной трапеции: 

а = '52р. і Д*. 




Рис. 4.1. 


Рис. 4.2. 
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Работа силы упругости. Сила упругости равна Р упр = —кх. Зависимость 
силы упругости от х изображена на рис. 4.4. При растяжении пружины от х\ до 
хі работа силы упругости с точностью до знака равна площади заштрихованной 
трапеции: 

кхі+кх 2 , . Агх? кх\ Л , А „ ч 

А = -- -(* 2 -х 1 ) = -2 І --2 1 <0. (4.3) 

Работа силы упругости при растяжении отрицательна, так как сила упругости 
направлена в сторону, противоположную перемещению. При восстановлении 
размеров пружины работа силы упругости положительна, так как сила упруго¬ 
сти по направлению совпадает с перемещением. 

Работа силы тяготения. Сила тяготения зависит от расстояния от центра 
Земли г. Определим работу силы тяготения при перемещении тела массы т из 
точки А в точку В (рис. 4.5). На малом перемещении Дг раЪота силы тяготения 

Д А = —Р?Аг = —С(тМз/гІ р )Аг, Дг = г 2 —' Ѵі, 

где Мз — масса Земли. Если Дг мало, то г^ р = гіг 2 и 

Д А = -СтМз (— - — 

\Гі г 2 

Таким образом, работа при перемещении из точки А в точку В определится 
как сумма работ на малых перемещениях Дг,-: 

А = - [Е т і(гі — гд) + Е т 2 (г 2 — гі) + ...], 

А = -СтМз [(— + (---) -( 

Если гд = Кз, а гв —* оо, то 




А = -СтМз/Кз 


(4.5) 
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Рис. 4.6. 


есть работа силы тяготения при перемещении тела с поверхности Земли в бес¬ 
конечно удаленную точку траектории. 

Механическая энергия характеризует способность тела совершать механиче¬ 
скую работу. Полная механическая энергия тела складывается из кинетической 
и потенциальной энергии. 

Кинетическая энергия — это энергия, которой обладает движущееся тело. 
Пусть на тело т действует сила Г, перемещение тела Дв. Работа силы Г равна 
(рис. 4.6) 


(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

2 2 • < 4 ' 9а) 

Итак, если на тело действует сила Г, работа которой отлична от нуля, А ф 
Ф 0, то это приводит к изменению величины тѵ 2 / 2, называемой кинетической 
энергией: 

— т.і 2 /о (4.96) 


\ А = Р Д« (со8« = 1). 

Согласно 2-му закону Ньютона, 

, Г = та. 

Если в точках 1 и 2'скорость тела і>і и і> 2 , то 

Де = ( ѵ\ — ѵ\)/2 а. 

Подставив в (4.6) выражения (4.7) и (4.8), получим 


А = 


тѵ* 


тѵ. 


я кин = ті) 2 / 2. 


Из (4.9а) следует, что изменение кинетической энергии равно работе силы, дей¬ 
ствующей на тело. Если на тело действует несколько сил, то изменение кине¬ 
тической энергии равно алгебраической сумме работ, совершаемых при данном 
перемещении каждой из сил. 

Потенциальной энергией обладает система тел, взаимодействующих между 
собой, если силы взаимодействия консервативны. Консервативной (потенциаль¬ 
ной) силой называется сила, работа которой не зависит от формы траектории, 
а определяется только положением начальной и конечной точек траектории. 

Рассмотрим перемещение массы т из точки 1 в точку 2 по различным тра¬ 
екториям (рис. 4.7). Работа силы тяжести тела по прямой 1 —► 2 определяется 
выражением 


Поскольку Н — I соз от, 


А\ = тді сова. 


Аі = тдН. 


і 


/ 
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Работа силы тяжести при движении тела по траектории 1 —► 1' —* 2: 

•4ц = -4і — *і* + Ау —>2 = тпдН + 0. 

Подсчитаем работу силы тяжести при движении тела по траектории III. Пред¬ 
ставим траекторию с какой угодно степенью точности в виде ломаной, состоя¬ 
щей из вертикальных и горизонтальных отрезков. Тогда работа силы тяжести 
при перемещении по горизонтали равна нулю, по вертикальным отрезкам ДЛ< 
ДЛ; = тпдАкі. Суммарная работа есть 

А = ^ Д Аі = тд ^ ДЛ, = тдк. (4.10) 

I І 

Как показано, работа силы тяжести не зависит от траектории. Сила тяжести 
— консервативная сила. Очевидно, что работа консервативной силы по замкну¬ 
тому контуру равна нулю. Сила тяготения и сила упругости также являются 
консервативными силами. При падении тела потенциальная энергия уменьша¬ 
ется. Из (4.9) следует ‘ * 

АЕ„ = —А Т . • 

Изменение потенциальной энергии равно работе консервативной силы, взятой с 
обратным знаком: 

— — -4конС) -4конс = Т^п-нач — Е ПКО н- 

Потенциальная энергия рассчитывается с точностью до постоянной величины, 
поэтому всегда надо указывать нулевой уровень отсчета потенциальной энергии. 
Итак, потенциальная энергия тела, поднятого на высоту Л (Л << Яз), равна 

Е„ = тдк. (4.11) 

Потенциальная энергия, обусловленная силой тяготения, есть 

Е„ = — СтМз/г ; Е п = 0 при г —► оо. (412) 

Потенциальная энергия сжатой или растянутой пружины равна 

Е„ = кх 2 /2, Е„ — 0 при х = 0. (4.13) 

Как видно из примеров, потенциальная энергия зависит от взаимного располо¬ 
жения тел или частей тела. Неконсервативными силами в механике являются 
сила трения и сила сопротивления. 
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Рассмотрим систему двух тел. На тела могут действовать внешние и внутрен¬ 
ние силы, которые могут быть консервативными и неконсервативными. Изме¬ 
нение кинетической энергии каждого из тел равно сумме работ всех сил, дей¬ 
ствующих на это тело, а именно, для первого тела: 

АЕ к1 — -^внеші 4" -^внутрі- 

Подробно остановимся на этих силах. Сила трения может быть как внутрен¬ 
ней, так и внешней силой; обозначим работу всех сил трения А тр і. На тело 
действуют консервативные внутренние силы, работа которых Л ВН утр.конс.і- Те¬ 
ло может находиться и в поле внешних консервативных сил, работа которых 
приведет к изменению потенциальной энергии Л конс і ~ — Д7?„і- На тело может 
действовать также внешняя сила, которой мы не будем ставить в соответствие 
измерение потенциальной энергии. Ее работа есть Л внеш і ■ 

Тогда изменение кинетической энергии тел определяется по формуле 

АЕ кі — -^внеш.конс.1 “Ь -^внутр.конс.1 + -^внеіііі 4- Атрі . 

Аналогично, для второго тела имеем 


АЕ К 2 — А внешконс .2 4" А ВН у Т р. конс ,2 + А внеш 2 + А Т р2- 

Поскольку 

А В неш.конс.1 = ~АЕ пі, 

т 

■Авнеш.конс.2 = АЕ П 2> 

сложив левые и правые части уравнений и перенеся АЕ„ в левую часть, для 
изменения полной механической энергии системы, равной 

Еиех = Е к1 + Е К 2 + Е„і + Е П 2 , 

получим 

АЕиех — (-^вн утр. коне Л “Ь ^внутр.конс.2 ) + (Л внеші 4" -^внешг) 4" (-^трі 4" -^трг)- 

Согласно 3-му закону Ньютона, сумма работ внутренних сил равна 0, это озна¬ 
чает, что 

АЕ иех = А внеш "1" ^4-тр» (4.14) 

т. е. изменение механической энергии равно работе внешних сил и сил трения. 

Закон сохранения механической энергии 

Механическая энергия системы сохраняется, если работа внешних сил, действу¬ 
ющих на тела, входящие в систему, равна нулю и отсутствуют силы трения, т. е. 
нет перехода механической энергии в другие виды энергии, например, в тепло: 

Еиех — Ел 4- Ек — СОП8І. 

Отметим, что законы сохранения позволяют по начальному состоянию систе¬ 
мы (по начальным скоростям) определить конечное состояние не выясняя все 
детали взаимодействия тел и не уточняя величины сил взаимодействия. 

Мощность, развиваемая постоянной силой тяги, равна отношению работы 
этой силы на некотором перемещении к промежутку времени, за которое это 
перемещение произошло. Мощность определяется по формуле 

Р = А/1. 


(4.15) 
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Поскольку А = Р,8, то, подставляя это выражение в формулу (4.15), получим 

Р = Р,а/і = Р,ѵ = Рѵ сова, (416) 

где ѵ — скорость тела, а — угол между векторами Г и ѵ. Если движение тела 
равномерное, то под ѵ в (4.16) понимается скорость равномерного движения. 
Если движение неравномерное, но требуется определить среднюю мощность, 
развиваемую силой тяги на перемещении в, то под ѵ в (4.16) понимается сред¬ 
няя скорость перемещения. Если же требуется найти мощность в некоторый 
заданный момент времени (мгновенную мощность), то, беря малые промежутки 
времени и переходя к пределу при Аі —*■ 0, получим 

/\ д 

Р — Р, Ііш —— = Р,ѵ ыгя = Рѵ ыгн сова, (417) 

лі~*о Аі . 

т. е. ѵ ыгя — мгновенная скорость тела. Понятие мощности вводится для оценки 
работы за единицу времени, которую может совершить какой*то механизм (на¬ 
сос, подъемный кран, мотор машины и т. д.). Поэтому в формулах (4.14)-(4.17) 
под Р всегда понимается только сила тяги. ( * 

Примеры решения задач *■* 

Задача 1. На тело массой 10 кг, движущееся по горизонтальной плоскости, 
действует сила Р = 100 Н под углом а = 30°. Определить работы всех сил, 
действующих на тело, а также их суммарную работу при перемещении тела 
вдоль плоскости на « = 10 м. Коэффициент трения между телом и плоскостью 
к = 0 , 1 . 

Дано: Р = 100 Н, т = 10 кг, к = 0,1, а = 30°, 8 = 10 м; Ар — ? Ар — ? 

Л тр — ? А м — ? А — ? 

Решение. На рис. 4.8 показаны силы, действующие на тело: сила тяжести 
Г т = те, сила Г, сила нормальной реакции ІЧ, сила трения Р тр = кИ. Выберем 
систему координат, как показано на рис. 4.8. Работа силы Г при перемещении 
тела на 8 (таким же будет перемещение точки приложения всех сил) равна 

Ар = Р8 сов а. 

Работа силы трения есть 

А тр — Р^р8 сов Оц, 
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где с*і — угол между направлением силы трения и перемещением, равный 180°, 
следовательно, 

Л т р = —Р гр а = —кМв. 

Силу N определяем из рассмотрения проекций сил на ось у: 

N + Р віп а — тпд = 0, 

N = тд — Езша, 

и окончательно 

А Т р = —к(тпд — Евіпа)*. 

Работа силы нормальной реакции есть 

Ац = ІѴвсозаг, 

где с *2 — угол между векторами N и 8, равный 90°, таким образом, Ац = 0. 
Работа силы тяжести 


А т = тдз сое аз, 

где «з — угол между'векторами Е т и 8, равный аз = —90°, откуда А Т = 0. 
Суммарная работа А всех сил, действующих на тело, равна 


, А = Ар + А т р + А т + Ар/ = Ар + А тр , 


и окончательно 


- л А = [Гсова — к(тд — Г зіпа)]», 

[Л] = [Н — (кг • м/с 2 — Н)]м = Н ■ м = Дж. 

Подставив данные задачи, получим 

Ар = 100 • Юѵ/зТ^Дж = 865 Дж, 

А тр = -0,1(10-10- 100 0,5)10 = -50 Дж, 

Л = 815 Дж. 

Для определения средней мощности, развиваемой силой тяги на перемещении 
Де, необходимо определить время движения тела: 

Р = А/1 = Р8{ сова)/*. (4.18) 

Поскольку в горизонтальном направлении действуют две силы: проекция силы 
тяги Р и сила трения Р тр . Ускорение, с которым движется тело, равно 

а = (Есова — Р Т р)/тп = [.Усова — к(гпд — Р 8Іпа)]/ш. 

Перемещение « = аі 2 /2, откуда 

і = \/2з/а. 

Подставив выражение для і в (4.18), получим 
п _ Р сое а 

“Л"_ 

/м(Н-Н) = н = н“=& = Вт 

V КГ \ КГ С г С С 

Р = 778 Вт. 




з[Г сое а — к(тд — Г зіп а)] 


т 
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т 2 



Рг 

б 


Рис. 4.9. 


Задача 2. Лифт массой т = ІО 3 кг поднимается на высоту к = 9 м за время 
3 с. Сравнить работу по подъему лифта в двух случаях: 

1) лифт поднимается равномерно; 

2) лифт поднимается равноускоренно, начальная скорость равна нулю. 

Дано: т = ІО 3 кг, Л = 9 м, і = 3 с, д — 10 м/с 2 ; А — ? 

Решение. 1) Рассмотрим случай равномерного подъема лифта. На лифт 
действуют две силы: сила тяжести Г т = т 8 и сила тяги Ті. Ось у направим 
вертикально вверх (рис. 4.9,а). Так как лифт движется равномерно, имеем 

Ті+т 8 = 0, (4.19) 

или в проекциях на ось у 

Ті-тд = 0, Ті = тд. (4.20) 

Работу по перемещению лифта совершает сила тяги: 

Л = ТіД«со8а, (4Д1) 

где Аз = Л, а сое а — 1, так как вектора Ті и Де направлены вертикально вверх, 
поэтому а = 0. Подставив выражение (4.20) в (4.21), получим 

А = тдН = ДЯ пот , - I 

А = 10 3 • 10 • 9 Дж = 9 • 10 4 Дж. 

Следовательно, при равномерном подъеме лифта работа по его подъему приво¬ 
дит к изменению его потенциальной энергии. 

2) При равноускоренном подъеме лифта на него действуют также две силы: 
сила тяжести Г т и сила тяги Тг. Запишем основной закон динамики 

та = Т 2 + т 8 , 

или в проекции на ось у 

та — Ті — тд, 


откуда 

Тз = т(д + а). 

Подставив в уравнение (4.21) выражение для Т-г (4.22), получим 


А = т(д -1- а)Н — тдН + так = АЕ п + АЕ К . 


(4.22) 
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Ускорение найдем из выражения (помня, что ѵ 0 = 0) к = аі 2 / 2: 

а = 2к/і 2 . 

Окончательно 

Л = 10 3 • 9(10 + 2 • 9/9) Дж =10,8-10 4 Дж. 

Работа во втором случае больше, так как изменяются и потенциальная, и кине¬ 
тическая энергии. 

Задача 3. Автомобиль массой т — 2000 кг движется вверх по наклонной плос¬ 
кости с уклоном 0,1, развивая на пути 100 м скорость ѵ К = 36 км/ч. Коэффи¬ 
циент трения к = 0,05. Найти среднюю и максимальную мощность двигателя 
автомобиля при разгоне. 

Дано: т = 2000 кг, в = 100 м, зіп а = 0,1, к = 0,05, ѵ 0 = 0, ѵ К = 

= 36 км/ч (10м/с); Р ср — ? Р тлх — ? 

Решение. Автомобиль движется равноускоренно, причем начальная ско¬ 
рость равна нулю. Выберем ось х вдоль наклонной плоскости, ось у — пер¬ 
пендикулярно ей (рис. 4.10). 

На автомобиль действуют четыре силы: сила тяжести Г т = тц, сила реакции 
опоры N. сила тяги Г и сила трения Г тр . Запишем основной закон динамики: 

“ та = N + т§ + Г + Г тр . (4-23) 

Уравнение (4.23) в проекциях на оси координат: 

на ось х та = Р — тд 8Іп а — Р Тр , 

на ось у 0 = N — тд сов а, (4.24) 

Р тр = і:ЛГ. 

Выразим из уравнений (4.24) силу тяги Р: 

Р = тд віп а + ктд сова + та. (4-25) 

Ускорение равно 

•<2 _ -.2 ..2 

а = Ѵк Ѵ ° = 

25 25' 

Найдем работу двигателя автомобиля на этом участке: 

А-РА зсозр, (4.26) 

где /3 — угол между Г и Дз, равный нулю. Подставив в (4.26) выражение для Р 
(4.25), получим 

А = (тд зіп а + ктд соз а + тѵ\ /2в)з. 

Средняя мощность Р ср по (4.15) равна 

Р ср — А/Аі , Аі — (ѵ к ѵ 0 )/а — 2 з/ѵ К} 


откуда 


_ т(д зіп а + кд соз а + ѵ 2 /2з)з _ 
ср _ 2 з/ѵ К 

= т(д зіп а + кд соз а + ѵ^І2з)(ѵ К І2). 
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Согласно (4.17), максимальная мощность двигателя автомобиля достигается в 
тот момент, когда скорость максимальна: 

Р шах = Ру тахСОВО, Г тах = Ѵ к , 

Р ср = 2 • 10 4 Вт, Р тлх = 4 • 10 4 Вт. 

Задача 4. Пуля массы 10 г, летящая со скоростью 500 м/с, пробивает доску 
толщиной 50 см и вылетает со скоростью 200 м/с. Определить среднюю силу 
сопротивления, которая действовала на пулю. 

Дано: т = Юг (0,01кг), ѵі = 500м/с, ѵі = 200м/с, / = 50см (0,5 м); 

р _? 

г сопр.ср. 

Решение. Изменение кинетической энергии пули обусловлено действием на 
нее силы сопротивления, работа которой равна 


Л — Р :опрІ- 


Знак минус берется потому, что сила сопротивления направлена в сторону, про¬ 
тивоположную направлению перемещения. Изменение кинетической энергии 
пули равно 

АЕ КИН = Ем — Ем, 


где 

Следовательно, 

откуда 


Ек і = тѵ і /2, Е к 2 = тѵЦ 2. 

„2 


тѵЪ 


тѵ л _ 

2 2~~ ~ Гсо "Р 1 ' 


Рсопр — (ш/2/)(ѵ 1 — ѵ|)і 
Рсопр = 2100 Н. 


Задача 5. Из колодца, на 3/4 заполненного водой, насосом откачивают воду. 
Глубина колодца Л = 20 м, площадь поперечного сечения 5=1 м 2 . Продолжи¬ 
тельность откачки 30 мин, площадь поперечного сечения •ГрубЪі, через которую 
производится откачка, в = 25см 2 . Определить мощность насоса (рис. 4.11). 
Плотность воды р в = 10 3 кг/м 3 . І 

Дано: Ло = (3/4)Л, /» = 20м, 5 = 1м 2 , « = 25см 2 (2,5- 10 -З м 2 ), і = 

= 30 мин (1,8 • 10 3 с), рв = 10 3 кг/м 3 ; Р — ? 

Решение. Согласно (4.15), мощность определится из Р = А/1, где А — про¬ 
изведенная насосом работа, I — продолжительность откачки. Работа насоса 
расходуется на сообщение воде кинетической энергии и на подъем воды, т. е. 
на увеличение ее потенциальной энергии: 

А = АЕ К + АЕ„, АЕ к = Е к 2 - Е к і, 

Энергия Е к і = 0, так как вода в колодце неподвижна, Е к 2 = ш« 2 /2. Масса 
воды в объеме т = р к Ѵ = р(3/4)Л5. Скорость течения воды определится из 
выражения (3/4)Л5 = вѵі, так как каждую секунду через поперечное сечение 
трубы протекает объем воды зѵ, откуда ѵ = (3/4 )НЗ/із. Изменение кинетической 
энергии 

АЕ К = Рв [(3/4)Л5] 3 (1/<Ѵ). 
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Изменение потенциальной энергии определяется изменением положения центра 
тяжести воды. В*качестве нулевого уровня потенциальной энергии примем по¬ 
ложение центра тяжеЪти в начале, когда вода была неподвижна, т. е. на глубине 
(3/8)Л от дна молодца (# п1 = 0). При выкачивании вся вода выливается на по¬ 
верхность земли'и ее потенциальная энергия увеличивается: Е п2 — тд( 5/8)Л, 
откуда - 

ЬЕ П = ту(5/8)Л - 0 = р в </(5/8)Л(3/4)Л5 = />„5<3л 2 . 


Следовательно, 


а искомая мощность 


р =т[(Н 3 ^ +5 4 йг ' 


. кг м° _ 
Р = 571 Вт. 


Задача 6. Абсолютно упругий удар — взаимодействие, в результате которого 
механическая энергия сохраняется. 

Найти скорости двух шаров «і и иг после.прямого абсолютно упругого уда¬ 
ра. Прямым ударом называется удар, при котором векторы скорости лежат на 
линии, соединяющей центры шаров. Массы шаров ті и т 2 , скорости до удара 
ѵі и ѵг Ьоответственно (рис. 4.12). 

Дано: ті, т 2 , «ь ѵ 2 , «і — ?и 2 — ? 

Решение. Будем считать, что трение отсутствует, так как о силе трения 
ничего не говорится в условии задачи. Закон сохранения импульса выполняется 
(случай I): 

тіѵі + т 2 ѵ 2 = тіиі + т 2 и 2 . 
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Запишем это уравнение в проекции на ось х, предположив, что после удара шары 
разлетаются в разные стороны 

гпіѵі - т 2 г 2 = — ті«і + т 2 н 2 . (4-27) 

Поскольку удар абсолютно упругий, запишем закон сохранения энергии 

гп^ + гп^ = гп^_ + гп ^| (4 . 28) 

Уравнения (4.27) и (4.28) образуют систему двух уравнений относительно двух 
неизвестных и и 2 . 

Для решения этой системы перенесем все члены, содержащие гщ, в левую, а 
т 2 в правую часть уравнений: 

тДгі + іи) = т 2 (ѵ2 + «г), 

т і(”і “ «і) = ™г(и 2 - ѵ 2 ). 

Разделив левые и правые части равенств друг на друга, получим 

»1 - «1 = «2 - Ѵ2, 


откуда 


Ы 2 = Ѵі + Ѵ2 — «і. 


Подставив в (4.27), получим уравнение относительно іц: 

шіі>і - т 2 Ѵ2 = -тіиі + ш 2 (ѵі + г 2 ) — ш 2 «і, 


откуда 


«і 

Аналогично для и 2 имеем 


2т 2 і) 2 + Ѵі(т2 - тх) 
ті + т 2 


«2 = 


2тіі>і + ѵ 2 (ті — т 2 ) 

тп\ + т 2 


Если массы шаров равны, то 


«і=ѵ 2 , « 2 = ѵ ь 


т. е. после прямого абсолютно упругого удара тела обмениваются скоростями. 

Задача 7. На нити длиной / = 2 м висит небольшой ящик с песком массой т = 
= 2 кг. Пуля, летящая горизонтально, попадает в ящик и застревает в нем, при 
этом максимальное отклонение нити составляет 30°. Определить скорость пули 
ѵо, если масса пули то = 10 г. (Это устройство называется баллистическим 
маятником и используется для определения скорости пуль.) Размеры ящика 
существенно меньше длины нити. 

Дано : т = 2 кг, т 0 = 10 г (0,01 кг), а = 30°, / = 2 м; ѵо — ? 

Решение. Взаимодействие пули и ящика абсолютно неупругое. Выберем на¬ 
правление оси х, как показано на рис. 4.13, и так как проекции внешних сил 
на ось х равны 0, то закон сохранения импульса для системы ящик — пуля в 
проекциях на ось х запишется в виде 

т 0 ѵ о = (то + т)ѵ. (429) 

Из (4.29) можно определить ѵо, если известно ѵ. 
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Воспользуемся законом сохранения механической энергии. Выберем нулевой 
уровень отсчета потенциальной энергии, совпадающий с осью х. Тогда в поло¬ 
жении 1 ящик с*застрявшей в нем пулей обладает только кинетической энергией, 
в положении 2 только потенциальной энергией: 

. Які = (т- т 0 )ѵ 2 / 2, Е п2 = (ш + т 0 )дИ. 

Из рис. 4.13 слеДует, что Н = I — I сова. Тогда закон сохранения механической 
энергии имеет вид 

(т + шо)ѵ 2 /2 = (ш + то)<//(1 — сова), 

откуда 

ѵ = \/дІ( 1 — сова). 

Следовательно, 

ѵо = - Ѵ5<(1 — сова), 

ГТ»о 

ѵо = 347 м/с. 

Задача 8. На гладком столе лежит канат длиной I, один из концов которого 
немного свисает. Определить скорость каната, когда он весь соскользнет со стола 
(рис. 4.14). Считать, что сила трения отсутствует. 

Дано: I] ѵ — ? 

Решение. Поскольку сила трения отсутствует, воспользуемся законом со¬ 
хранения механической энергии. Выберем за нулевой уровень потенциальной 
энергии центр тяжести каната в тот момент, когда он соскользнет со стола. 

Тогда в положении 1 тело обладает только потенциальной энергией, в поло¬ 
жении 2 — только кинетической: 

Е„і = тді/ 2, Е к ? = тѵ 2 /2. 

Приравнивая эти выражения и решая относительно г, получим 

ѵ = у/дІ. 

Задача 9. Из пружинного пистолета стреляют шариком вертикально вверх. 
Шарик поднялся на высоту 1 м. Определить деформацию пружины перед на¬ 
жатием курка, если к упр = 4 • ІО 2 Н/м, масса шарика 10 -2 кг. 
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Рис. 4.14. 


Рис. 4.15. 


Дано: т — 1 • 10 2 кг, Аг упр = 4 • 10 2 Н/м, Л = 1 м; х — ? 

Решение. Воспользуемся законом сохранения механической энергии. Энер¬ 
гия сжатой пружины равна кинетической энергии шарика. Работа силы тяже¬ 
сти при перемещении шарика внутри ствола пистолета незначительна, поэтому 
ею можно пренебречь. Тогда 


кх 2 /2 — тѵ 2 / 2. 


Кинетическая энергия шарика переходит в потенциальную энергию при полете 
вверх. Пусть потенциальная энергия равнялась нулю, когда скорость шарика 
равнялась ѵ, т. е. в начальной точке свободного полета, следовательно, 


тѵ 2 / 2 = тдН, 


откуда 


кх 2 /2 = тдН , 


х = у/ЪтдН/к, 



4 


Задача 10. Какую скорость надо сообщить телу, находящемуся на поверхно¬ 
сти Земли, чтобы оно вышло за пределы земного притяжения? (Эта скорость 
называется второй космической скоростью.) 

Дано: Кз = 6400 км (6,4 ■ 10® м), д = 10 м/с 2 ; ѵц — ? 

Решение. В точке 1 полная механическая энергия равна сумме кинетиче¬ 
ской и потенциальной энергий. В бесконечно удаленной точке траектории по¬ 
тенциальную энергию считаем равной нулю (рис. 4.15). Тогда 

Еиехі = тѵ, 2 і/2 - СтМзКз. 

В бесконечно удаленной точке траектории Ѵю = 0 и Е„ = 0, так что 

Е ыех = 0. 
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Закон сохранения энергии имеет вид 

тѵіі/ 2 — СтМз/Кз = О, 

откуда 

ѵц = у/2СМз/Из. 

Так как в условии задачи Мз не дано, то, воспользовавшись формулой 

тд = СМзт/Яз, 

получим 
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Таким образом, 


СМз = дЯз, ѵц = \/2дКз. 
ѵц = 1,1 • 10 4 м/с, 


или 


Ѵц = 11 км/с. 

Ниже (гл. 5)«мы покажем, что 1-я космическая скорость равна Ѵ| = 8 км/с. 

Задача 11. «От удара груза массой М = 50 кг, падающего свободно с высоты 
4 м, свая массой т = 150 кг погружается в грунт на 10 см. Определить силу 
сопротивления грунта, считая ее постоянной, а удар абсолютно неупругим. 
Дано: М = 50 кг, т = 150 кг, Аз = 10 см (0,1 м), Л = 4 м; ^ СОП р — ? 

Решение. При падении груза на сваю его скорость ѵо = у/2дН. При абсолют¬ 
но неупругом взаимодействии после удара груз и свая движутся с одинаковой 
скоростью ѵ. 

К системе груз — свая применим закон сохранения импульса, считая, что 
импульс результирующих внешних сил: силы тяжести и силы сопротивления — 
мал по сравнению с импульсом силы взаимодействия. Тогда в проекции на ось 
у (рис. 4.16) закон сохранения импульса имеет вид 

Мѵ о = (т + М)ѵ. (4.30) 

Кинетическая энергия системы свая — груз после удара равна 

Е к = (т + М)ѵ 2 /2. 

Изменение кинетической энергии равно сумме работ силы сопротивления и 
силы тяжести: 

АЕ К — і4 т + А С опр) 

0 — (т + Л/)ѵ 2 / 2 = тдАз — Е СОП рАз, 

откуда 

.Гсопр = тд + (М + т)ѵ 2 /2Д«. 

Подставив ѵ из (4.30), получим 

2 дШ 2 


Р сопр — т 9 + 


2Дз(т + М) ’ 


^сопр = 6500 Н. 

Задача 12. Бревно диаметром 60 см и длиной 2 м медленно ставят вертикально. 
Плотность древесины р = 0,8 • 10 3 кг/м 3 . Какая работа при этом совершена 
внешними силами? 
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Рис. 4.17. 


Дано: А = 60 см (0,6 м), р = 0,8 ■ 10 3 кг/м 3 , к = 2 м; А — ? 

Решение. При подъеме бревна изменяется потенциальная энергия. За ну¬ 
левой уровень потенциальной энергии ОО' выберем уровень, совпадающий с 
положением центра тяжести бревна в исходном положении (рис. 4.17). 

Тогда изменение потенциальной энергии есть 

А Е п = тд(к/ 2 - А/2). 

Изменение потенциальной энергии равно работе внешних сил: 

А = АЕ П = тд(к/2 - А/2). 

Масса бревна равна т — рігА^к/А. Окончательно, 

А = рпА 2 к(к — А)д/8, 

[Л] = (кг/м 3 ) • м 2 • м(м — м)м/с 2 = кг • м 2 /с 2 = Дж, 

’ А = 316 Дж. 

Задача 13. Шарик массой т, летящий со скоростью ѵ, ударяет в Ьризму мас¬ 
сой М, находящуюся на гладком столе, и после удара движется вертикально 
вверх (рис. 4.18). Считая удар абсолютно упругим, найти скорость шарика и 
призмы после удара. Трением пренебречь. 

Дано: т, М, ѵ; «і — ? иг — ? ** 

Решение. Рассмотрим движение шарика и призмы относительно поверхно¬ 
сти стола. Оси координат выберем, как показано на рис. 4.18. Проекция им¬ 
пульса системы на ось х сохраняется (случай 2) 

р х і = р*и, или ‘ ггіѵ = Ми і, (4.31) 


откуда 


и і = тѵ/М , 


(4.32) 


где — скорость призмы после удара. Так как трением пренебрегаем по усло¬ 
вию задачи, для системы призма — шарик можно использовать закон сохране¬ 
ния механической энергии: 


то 2 



ти\ 

2 


2 


2 


(4.33) 
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где и 2 — скороАь шарика после удара. Из (4.32) получим 
* * и 2 = ім/і — т/М. 

Абсолютно упругий удар предполагает отсутствие трения, следовательно, про¬ 
екция импульса шарика на наклонную плоскость не может измениться в резуль¬ 
тате удара. В проекции на наклонную плоскость 

ѵсоза = « 2 зта, = 1/\/1 — т/М. 

Следовательно, такой удар, после которого шарик летит вертикально вверх, воз¬ 
можен только при полученном значении а. Если призма неподвижна, т. е. 
М —► оо, то і§<* —► 1, а = 45°. 

Задача 14. Санки массой т, движущиеся со скоростью ѵо, поднимаются в гору 
с углом наклона а. Какой путь Ь пройдут санки до полной остановки, если из¬ 
вестно, что на горизонтальном участке с тем же коэффициентом трения санки, 
имеющие начальную скорость «о, проходят путь I (рис. 4.19)? 

Дано: ѵо, «, а; Ь — ? 

Решение. В положении 1 санки обладают только кинетической энергией 
(нулевой уровень отсчета потенциальной энергии совпадает с осью я): 

Е\ — Е к = тѵі/ 2. 

При подъеме на высоту Н санки останавливаются и их механическая энергия 
определяется только их потенциальной энергией: 

Е 2 = Е п = тдН. 

Изменение механической энергии тела равно работе силы трения (4.14): 

Е 2 — Е\ — А тр , тпдН — тѵ$/2 = —Г тр Ь, 

Е тр = ктд сова, Н = Ь віпа, 


откуда 


Ь = 


2<7(зіп а + к сов а) 


(4.34) 


Для определения Ь необходимо знать к. Коэффициент к найдем из условия, что, 
двигаясь по горизонтальной поверхности, санки до остановки проходят путь /. ■ 
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В этом случае на санки в горизонтальном направлении действует только сила 
трения Е т р = кЫ = ктпд. В начальном положении кинетическая энергия саней 
равна Е' КІ = тѵ$/2, в конечном Е' к7 = 0. Потенциальная энергия, очевидно, не 
изменяется. Изменение кинетической энергии равно работе силы трения: 

0 — тѵц/2 = —ктді, 

откуда 

к = ѵЦ2дІ. (4.35) 


Подставив (4.35) в (4.34), окончательно получим 


I = 


Ѵпі 


2</[зіп а + (ѵ$/2 ді) соэ а] 2 ді віп а + Гд сое а 


Задача 15. Мощность двигателя подъемного крана Р = 4,4 кВт. Какой груз 
можно поднять при помощи этого крана на высоту 12 м в течение 0,5 мин, если 
подъем груза совершается равноускоренно? КПД двигателя г] = 80% (рис. 4.20). 

Дано: Р = 4,4 • 10 3 Вт, Л = 12 м, і = 0,5 мин (30 с), т? = 80%; тп — ? 


Решение. Коэффициент полезного действия двигателей и механизмов опре¬ 
деляется отношением полезной работы А пол к затраченной работе Л затр 

Г) = (ЛполМэатр)Ю0%. (4.36) 

Поскольку мощность определяется формулой Р = А/1, то можно для кпд запи¬ 
сать выражение через мощность: 

п = (Р„ол/Я«тр)Ю0%. (4.37) 

Полезная работа в данном случае определяется механической работой силы на¬ 
тяжения Т по подъему груза на высоту Л (см. задачу 2): 

Апол = ТН = т(д + а)Н. 

Затраченная работа определяется мощностью двигателя, т. е. 

^эатр = Р затр^ ■ 

Ускорение а находим из выражения 

Л = аі 1 / 2, 

т. е. а = 2 Н/1 2 . Следовательно, Л пол = т(д + 2 Н/1 2 )Н, 





(4.38) 


т = 



(д + 2Н/і*)Н 100%’ 
(кг • м 2 /с 3 ) • с 
(м/с*) м ~ КГ ’ 


т = 875 кг. 


Из (4.38) найдем т: 
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Рис. 4.20. 

Задачи для самостоятельного решения 

Задача 1. На неподвижный шар налетает со скоростью «о шар, масса которого 
в к раз больше массы неподвижного шара. Найдите отношение скоростей шаров 
после абсолютно упругого удара к скорости «о. 

Ответ: 

»і _ к — 1 _ Ѵ2 _ 2 к 

* ѵо к +1 ’ ѵо Аг+1 

Задача 2. Три шарика массы т каждый соединены друг с другом одинаковыми 
пружинами жесткости к (коэффициент упругости). Одновременно всем шарам 
сообщили скорость ѵ, направленную от центра системы. На какое наибольшее 
расстояние сместятся шары в этом направлении (рис. 4.21)? 

Ответ: х = ѵ\/тп/3к. 

Задача 3. Однородная веревка длиной I переброшена через блок так, что в на¬ 
чале она находится в равновесии. Ее немного смещают и она начинает соскаль¬ 
зывать с блока. Найти скорость веревки в тот момент, когда она полностью со¬ 
скользнет с блока. Трение не учитывать. 

Ответ: ѵ = у/дІ/2. 

Задача 4. Пуля попадает в ящик с песком и застревает в нем (рис. 4.22). На 
сколько сожмется пружина жесткостью к, удерживающая ящик, если пуля имеет 
массу тп и движется со скоростью ѵ, а масса ящика с песком равна М1 

Ответ: тпѵ/л/(тп + М)к. 

Задача 5. Льдинка скользит по инерции вверх по наклонной плоскости. Опре¬ 
делите, на какую высоту поднимается льдинка, если коэффициент трения к = 
— 0,2, угол наклонной плоскости а = 45° и скорость льдинки в начале подъема ѵ = 
= 6 м/с. 

Ответ: 1,54 м. 

Задача 6. Пуля массой 10 г, летевшая горизонтально со скоростью 600 м/с, уда¬ 
рилась в свободно подвешенный деревянный брусок массой 5 кг и застряла в нем, 
углубившись на 10 см. Найти силу сопротивления дерева движению пули. 

Ответ: 18 кН. 

Задача 7. Тело, масса которого 3 кг, подвешено на невесомой и нерастяжимой 
штанге длиной 1 м. Штанга отклонена в горизонтальное положение и отпуще¬ 
на. При прохождении телом положения равновесия в него попала пуля массой 
10 г, летящая со скоростью 1000 м/с навстречу двигавшемуся телу. Определить 
высоту, на которую поднимается тело вместе с застрявшей в нем пулей. 

Ответ: 0,06 м. 
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Рис. 4.22. 



Задача 8. Два тела массами 1 и 3 кг соответственно расположены на горизон¬ 
тальной плоскости. Между ними находится сжатая пружина. После освобожде¬ 
ния пружины первое тело прошло путь 1 м до полной остановки. Найти скорость, 
с которой начало двигаться второе тело, если коэффициент трения при движе¬ 
нии тел равен 0,1. Массой пружины и силой трения в момент действия пружины 
пренебречь. 

Ответ: 0,48 м/с. 

Задача 9. Два упругих шарика одинаковой массы налетают друг на друга со 
скоростями «і и «2 под углом а и разлетаются после абсолютно упругого удара со 
скоростями «і и « 2 - Найти угол разлета /?. 

Ответ: сое /? = Ѵ\Ѵ 2 сое аг/иіі* 2 . 

Задача 10. Какую работу надо совершить для равномерного переноса тела мас¬ 
сы тп, с поверхности Земли на поверхность Луны, не учитывая их вращения и 
сопротивления атмосферы Земли? Массы и радиусы Земли и Луны считать из¬ 
вестными. 

Ответ: А = Ст(Мз/Кз — Мд/ Кд). 

Задача 11. Для забивки сваи используется груз массой 200 кг, который подни¬ 
мают с постоянной скоростью ѵ = 5 м/с, а затем отпускают на высоте Н — 10 
м, после чего он падает свободно до удара о сваю. Масса сваи М = 300 кг, сила 
сопротивления грунта движению сваи постоянна и равна Р со пр = 2- 10 4 Н. Какова 
энергия груза в момент удара о сваю? На какую глубину к опускается срая после 
каждого удара? С какой максимальной частотой п можно производить удары? 

Ответ: Е = 2,25 • ІО 4 Дж, к = 0,6 м, п = 13. 


Задача 12. На аэросанях установлен двигатель, развивающий одинаковую мощ¬ 
ность при равномерном движении по склону вверх, вниз и по горизонтальному 
пути. Скорость при движении вверх = 20 м/с, вниз Ѵ 2 = 30 м/с. Уклон го¬ 
ры составляет а = 10 е . Определить скорость гз установившегося движения по 
горизонтальному пути. 

Ответ: 

2 « 1«2 „ . 

«з =-с 08 а = 23, 6 м/с. 

»1 + «2 

Задача 13. С высоты к = 5 м бросают вертикально вниз тело массой т = 0,2 кг 
с начальной скоростью ѵ = 2 м/с. Тело углубляется в грунт на / = 0,05 м. Найти 
среднюю силу сопротивления грунта движению камня. 

Ответ: 0,21 кН. 
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Задача 14. Один из шаров, подвешенных на длинных нитях, отклоняют на угол 
90°, а затем отпускают (рис. 4.23). Определить максимальные углы отклонения 
нитей шаров после абсолютно упругого удара. 

Ответ: 



Задача 15. По горизонтальной поверхности катится без проскальзывания обруч 
массы тп со скоростью ѵ. Чему равна его кинетическая энергия? 

Ответ: тпѵ 2 . 

Задача 16. Доказать, что кпд наклонной плоскости с углом а при коэффици¬ 
енте трения к выражается формулой т* = 1/(1 + ксІ%а). Как изменяется кпд 
наклонней плоскости п^>и увеличении угла наклона? 






Глава 5 


Динамика материальной точки, 


движущейся по окружности 


Если материальная точка движется по окружности, то ее нормальное ускорение 
отлично от нуля. Нормальное, или центростремительное, ускорение а„ или а ц 
характеризует изменение скорости по направлению (см. гл. 1): 


а п = ѵ 2 /г. 

Нормальное ускорение можно также представить в виде 


(5.1) 


а п = ш 2 г = (4 ѵ 2 /Т 2 )г = 4х 2 2п 2 г, 


(5.2) 


где г — радиус окружности, и — угловая скорость, с которой движется мате¬ 
риальная точка по окружности, Т — перод вращения, п — число оборотов в 
единицу времени. С точки зрения динамики наличие нормального ускорения 
означает, что на тело действуют силы, алгебраическая сумма проекций которых 
на радиус, соединяющий материальную точку с центром окружности, не равна 
нулю. При рассмотрении такого движения основной закон динамики записыва¬ 
ется, как правило, в проекциях на касательную к окружности в данной точке 
и на две нормали к ней, одна из которых совпадает с нормальным ускорени¬ 
ем (рис. 5.1). Таким образом, если на тело действует несколько сил, например 
Гі,Гг и Гз, то 2-й закон Ньютона имеет вид 


та = Гі + Г 2 + Ез- 


0 



Рис. 5.1. 
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В проекциях на указанные направления имеем: 

на касательное та т = Гі т 4- Ріт + Рз г> 
на нормальное та п = Р 1п + Р 2п + * Зп, 

твг — Рі* + Яг, + /зг • 

Еще раз подчеркнем, что движение тела по окружности совершается не в ре¬ 
зультате действия на тело каких-то специальных сил, а в результате реального 
взаимодействия тела с другими телами (с нитью, с Землей и т. д.). Главное, что¬ 
бы их результирующая имела проекцию на радиус, соединяющий тело и центр 
окружности, отличную от нуля. 

Как правило, в задачах, которые мы будем рассматривать, достаточно спро¬ 
ектировать силы на радиус, соединяющий материальную точку с центром окруж¬ 
ности, по которой она движется, и записать основной закон динамики в проек¬ 
циях на это направление. Предварительно надо выяснить, по какой траектории 
будет двигаться материальная точка, и определить центр окружности. 

Движение спутников вокруг Земли — типичный пример движения тел по 
круговой орбите со скоростью, постоянной по величине, т. е. полное ускорение 
тела равно нормальному ускорению. Спутники движутся под действием одной 
единственной силы — силы тяготения. Основной закон динамики в этом случае 
имеет вид 

та = Г Т , 

или в скалярном виде 

тѵ 2 /г = СтМз/г 2 , или т(4іг 2 /Т’ 2 )г = СтМз/г 2 , 

где г — расстояние спутника от центра Земли, а Т — период обращения спут¬ 
ника вокруг Земли. Часто бывает удобно заменить произведение СМ = дН 2 (см. 
формулу ( 2 . 6 )).' 

Примеры решения задач 

Задача 1. Автомобиль массой т движется по мосту радиуса Я со скоростью ѵ. 
С какой силой Р А автомобиль давит на середину моста, если 1) мост выпуклый; 
2) мост вогнутый; 3) для выпуклого моста определить силу давления в точке С, 
указанной на рис. 5.4. 

Дано: ѵ, т, Я, а; Р А — ?. 

Решение. 1) В точке А автомобиль движется с нормальным ускорением 
а п = ѵ 2 /Н, направленным к центру кривизны моста в точке О. На рис. 5.2 
изображены силы, обеспечивающие движение автомобиля с ускорением а„: си¬ 
ла тяжести Г т и сила нормальной реакции N 1.8 проекции на направление АО 
основной закон динамики запишется в виде 

тѵ 2 /Я = тд — N 1 , 

откуда УѴі = т(д — ѵ 2 /Я). По 3-му закону Ньютона 

Гді = -N 1 , или Р л1 = т(д - ѵ 2 /К). 

2) В точке В автомобиль также движется с нормальным ускорением, на¬ 
правленным к точке О (рис. 5.3). В этом случае основной закон динамики в 
проекции на ОВ имеет вид 

тѵ 2 /Я = N 2 — тд, 
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Рис. 5.2. 




Рис. 5.4. 



откуда 

N 2 = т(д + ѵ 2 /Я), 


следовательно, 

^д 2 = гп(д + ѵ 2 / И). 

/ 


3) В этом случае нормальное ускорение обеспечивают проекция силы тяже¬ 
сти на направление СО и сила нормальной реакции N 3 . Тогда основной закон 
динамики в проекции на направление СО имеет вид (рис. 5.4) 


откуда 

следовательно, 


тѵ 2 /К = тд сова — N 3 , 
N 3 = т(д сова — ѵ 2 /К), 
Р А з = т(дсова - ѵ 2 /К). 


Задача 2. Какую минимальную скорость и т ; п должен иметь самолет, делаю¬ 
щий петлю Нестерова, в верхней точке траектории, радиус кривизны которой 
Я, чтобы летчик не повис на ремнях, которыми он пристегнут к пилотскому 
креслу (рис. 5.5)? 

Дано: Я; г ті „ — ? 

Решение. На летчика действуют сила тяжести Г т и сила нормальной ре¬ 
акции кресла N. При движении самолета по круговой орбите сила нормальной 
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реакции, действующая налетчика, должна быть отлична от нуля. Единственная 
точка, где сила нормальной реакции может стать равной нулю, — это наивысшая 
точка траектории. Если в этой точке сила N станет равна нулю, в следующий 
момент она станет отлична от нуля, так как всякое тело стремится сохранить 
состояние прямолинейного движения, и, следовательно, летчика прижмет к кре¬ 
слу. 

Итак, в точке А в проекции на направление АО основной закон динамики 
запишется в виде 

тѵ\/К — Г г + Яд. 

Требуется определить минимальную скорость, следовательно, N = 0, откуда 

тѵ\/К = тд, 

окончательно ѵ = у/дЯ. 

Задача 3. Определить угол между вертикальной осью конического маятника 
и нитью, если тело движется с постоянной угловой скоростью и (рис. 5.6а). 
Дано: ш\ а — ? 

Решение. Движение материальной точки происходит в горизонтальной плос¬ 
кости, перпендикулярной вертикальной оси. 

На тело действуют две силы: сила натяжения нити Т и сила тяжести Г т = 
= т%. Основной закон динамики имеет вид 

та = Т + Г т . 

Скорость тела постоянна а Т = 0, тело движется только с нормальным ускорени¬ 
ем а = а п = ѵ 2 /г = ы 2 г. Равнодействующая силы тяжести и силы натяжения 
должна быть направлена к центру окружности, по которой движется матери¬ 
альная точка. Уравнения в проекциях на оси г и х соответственно (см. рис. 
5.6а): 

Т сов а — тд = О, 
та„ =Тз іпа, 
а п =ы 2 /8Іпа, 

откуда 

тпы 2 1аіпа — Тзіпа. 
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Поскольку Т — тд/ сое а, имеем 

тиі 2 1 = тд/ сова, 
сова = д/ш 2 1, а = агссов д/ш 2 1. 

Задача 4. На веревке длиной / = 1 м висит груз массой ш = 5 кг. Макси¬ 
мальное натяжение, которое может выдержать веревка, Е тах = 60 Н. Оборвется 
ли веревка, если ее отклонить на угол а = 30°? На какой максимальный угол 
можно отклонить веревку, чтобы она не разорвалась? 

Дано: / = 1 м, т = 5кг, Е т&х = 80 Н, а = 30°; а тах — ? 

Решение. На груз действуют две силы: сила тяжести Г т = и сила на¬ 
тяжения Т (рис. 5.66). Основной закон динамики имеет вид та = т% + Т. 
Максимальное натяжение веревка испытывает в точке А, так как в этой точке 
нормальное ускорение имеет максимальное значение а„ = ѵ\/1 и силы натяже¬ 
ния и тяжести направлены вдоль одной прямой и в противоположные стороны. 
Следовательно, 

тѵ\Ц = Т А - тд, Т А = т(д + ѵ\Ц). (5.3) 

Скорость в точке А можно определить из закона сохранения механической 
энергии (гл. 4). В точке В полная механическая энергия Ев = тдН, где 
А = /(1 — сова). В точке А механическая энергия равна кинетической (нуле¬ 
вой уровень потенциальной энергии ось АА'): 

Е а = тѵ А / 2; ѵ А = 2дІ(1 — сова). 

Подставим в (5.3) максимальное значение силы Е тлх и определим а тах : 

т2<7(1 - сое а) = Е тлх - тд, 
сое а = 1 - (Е тлх - тд)/2тд = 0,7, 

откуда 

а тах = 45°. 

Следовательно, если веревку отклонить на 30°, то она не оборвется. 

Задача 5. Тело скатывается с вершины гладкой сферической поверхности ра¬ 
диуса К. Найти, на какой высоте, считая от вершины, тело оторвется от по¬ 
верхности. Считать, что трение отсутствует (рис. 5.7). 

Дано: Я; Л — ? 

Решение. В точке В на тело действуют две силы: сила тяжести и сила нор¬ 
мальной реакции. Сумма проекций этих сил на О В равна 

тѵ 2 /К= тдсов/З — N 3 - \ 

Пусть тело оторвется от поверхности в точке А. Это означает, что сила нормаль¬ 
ной реакции в А точке равна нулю. В точке А нормальное ускорение а„ = ѵ\/ К 
обусловлено только составляющей силы тяжести Е г = тд сова. Тогда 

тѵ А /К=тд сова. (5.4) 

Скорость в точке А можно определить также из закона сохранения энергии, 
выбрав за нулевой уровень отсчета потенциальной энергии уровень АА'. Закон 
сохранения механической энергии запишется в виде 

тдН = тѵ\/2, ѵ А = 2 дН. 
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Из (5.4) следует: 


х ѵ\ = дК сова. 


Приравнивая выражения для ѵ\, получим 


2Л = Я сова. 


< 


Из рис. 5.7 очевидно 

с 08 а = 1 — Л/Я, 2 Л = Я(1 — Л/Я), 
окончательно, Л = Я/3. 

Задача 6. Найти максимальную разность между силами натяжения нити при 
вращении в вертикальной плоскости шарика массой т на невесомой нити. 
Дано: т, д\ Щ - Т 2 ) тлх ~ ? 

Решение. На шарик действуют две силы: сила натяжения и сила тяжести. 
Максимальная разность между силами натяжения определяется разностью мак¬ 
симальной и минимальной сил натяжения, возникающих при вращении шарика. 
Очевидно, что натяжение нити максимально в точке 1 и минимально в Точке 2 
(рис. 5.8). 

Для точки 1 второй закон Ньютона в проекциях на ось у запишется в виде 
тѵ\/1 = Ті - гпд, а„і = ѵ\Ц, 

где ѵі — скорость шарика в точке 1,1 — длина нити. Аналогично, в точке 2 
имеем 

тѵ 1/1 = Т 2 + гпд, 

откуда 

Ті-Т 2 = (тп/1)(ѵ% - ѵ|)) + 2 тд. 

Разность ѵі — ѵ\ определим из закона сохранения энергии, выбрав за нулевой 
уровень отсчета потенциальной энергии уровень О'О": 

тѵ і/2 = тѵ \/2 + тд21, 


следовательно, 


ѵ\-ѵ\ = 4 ді 
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и окончательно 

(Ті — 7г) тех = 6 ту. 

Задача 7. На нить длиной I подвесили груз. Какую минимальную горизонталь¬ 
ную скорость надо ему сообщить, чтобы он сделал полный оборот? Ответить на 
тот же вопрос в случае, если шарик закреплен на невесомом стержне (рис. 5.9). 
Дано: /; ѵ — ? 

Решение. Для того, чтобы шарик сделал полный оборот, сила натяжения 
нити должна быть отлична от нуля во всех точках траектории. В предельном 
случае она может стать равной нулю только в наивысшей точке траектории: 
Та = 0. Тогда основной закон динамики в проекции на направление О А запи¬ 
шется как 

та„ = тд + Т А , 

или с учетом вышесказанного 

тпѵ\/1 = тд, 

откуда 

Ѵ А = \ДІ- (5.5) 

Для определения скорости в точке В воспользуемся законом сохранения меха¬ 
нической энергии. Выберем за нулевой уровень отсчета уровень О'О". В точке 
В шарик обладает только кинетической энергией 

Е кин = т ѵ%/2, 

в точке А и кинетической энергией Е кия = тѵ\/2 и потенциальной Е пот = тд21. 
Запишем закон сохранения механической энергии: 

тѵд/2 = тѵ\/ 2 - 1 - тд21. (5-6) 

Подставив в (5.6) выражение для ѵ А (5.5), получим 

ѵв = \/ЬдІ- 

Пусть теперь шарик закреплен на невесомом стержне. В этом случае для того, 
чтобы шарик сделал полный оборот, достаточно, чтобы он имел в точке А сколь¬ 
ко угодно малую скорость, так как стержень не позволит “сойти” с круговой 
траектории. Поэтому в точке А шарик обладает только потенциалы эй энерги¬ 
ей Д пот = 2 тді. Воспользовавшись законом сохранения механической энергии, 
запишем 

тѵ\!2 = 2 тді, ' А 

« 

откуда * 

ѵв = 2 \/дІ. * 

Задача 8. Велосипедист едет по горизонтальной плоскости, описывая дугу ра¬ 
диуса г = 90 м (рис. 5.10). На какой угол а отклоняется велосипедист при 
максимальной скорости ѵ = 5 м/с? 

Дано: ѵ = 5 м/с, г = 90 м; а — ? 

Решение. Мы не можем считать велосипедиста материальной точкой, так 
как размеры велосипедиста не малы по сравнению с рассматриваемыми рассто¬ 
яниями. Постановка задачи об угле наклона, если бы мы считали велосипедиста 
материальной точкой, потеряла бы смысл. 


/ 
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Рассмотрим силы, действующие на велосипедиста в плоскости чертежа: сила 
тяжести Г х , сила нормальной реакции N и сила, которая может обеспечить 
движение велосипедиста по окружности, — сила трения Г хр . Сумма проекций 
сил на касательное направление равна нулю, так как скорость велосипедиста по 
условию задачи не изменяется по величине, и об этих силах говорить не будем. 

Согласно законам статики (см. ниже), для того, чтобы велосипедист не по¬ 
терял равновесия, необходимо, чтобы равнодействующая сил N и Г хр была на¬ 
правлена по прямой, проходящей через центр тяжести. Тогда 

= ВД р = 1/к. 

Напишем оснозной закон динамики 

та = Г Т + N + Г тр 
и в проекциях на оси хи у имеем 

тпа п ~ Дтр> 

0 = N — тд, 

Е гр = &ЛГ = ктд, 

откуда 

г 2 /Я = кд. (5.7) 

Но в написанные соотношения не входит угол а. 

Сила тяжести, сила нормальной реакции и сила трения приложены в разных 
точках и могут вызвать вращение велосипедиста относительно центра тяжести. 
Выразив к из (5.7), получим 

1 8 а = дК/ѵ" 2 . 

Задача 9. Мотоциклист движется по наклонному треку со скоростью ѵ. Чему 
должен быть равен радиус окружности, по которой движется мотоциклист, если 
мотоцикл перпендикулярен треку? а — угол наклона трека (рис. 5.11). 

Дано: а, ѵ, Я — ? 

Решение. На мотоциклиста действуют две силы, которые обеспечивают нор¬ 
мальное ускорение, — N и Г т . Второй закон Ньютона имеет вид: 

та„ = N + Г Т . 
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В проекциях на оси х и у (рис. 5.11) имеем 

тѵ 2 / К ■= Nв\па, 0 = N сова 


откуда 

и окончательно 


ѵ 2 /дК = І&а, 
К = ѵ 2 /дІ% а. 


- тд, 


Задача 10. Нить длины / с привязанным к ней шариком массы т отклонили на 
90° от вертикали и отпустили. На каком наименьшем расстояниии под точкой 
подвеса х нужно подставить гвоздь, чтобы нить, налетев на него, порвалась? 
Нить выдерживает силу натяжения Т (рис. 5.12). 

Дано: т, а — 90°, Т\ х — ? 

Решение. Сначала шарик движется по окружности радиуса I, налетев на 
гвоздь, шарик будет двигаться по окружности радиуса I — х. 

Максимальную силу натяжения нить испытывает в положении 2 (см. задачу 
4). Основной закон динамики для шарика есть 

та = Т + Г т . (5.8) 

В проекции на ось х уравнение (5.8) имеет вид: 

-тпа п = тпд — Т, 

или ' „ і * 

тѵ 2 /(1 — х) — Т — тд, , 

где Т — максимальная сила натяжения. 

Для определения х необходимо знать скорость тела ѵ в положении 2. Вос¬ 
пользуемся законом сохранения механической энергии. В положении 1 тело 
обладает только потенциальной энергией 

Е\ — 1'^ пот — тпді 


(за нулевой — уровень потенциальной энергии, принимается линия О'О"). В 
положении 2 тело обладает только кинетической энергией: 

Еі — Е кан — тѵ 2 /2, 
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откуда 

ѵ 2 = 2 ді 

и окончательно 

2 тді Т - 3 тпд 

х = I - — -= —- 

Т -тпд Т-тпд 

Задача 11. Внутри сферы радиуса Д, вращающейся вокруг своего вертикаль¬ 
ного диаметра с угловой скоростью и, покоится небольшое тело массы ш. 
Радиус-вектор, соединяющий его с центром сферы, составляет угол <р с вер¬ 
тикалью (см. рис., 5.13). Найти силу трения Р тр между телом и сферой. 

Дано: тп, и, *р\ Р тр — ? 

, Решение. В& тело действуют три силы: сила тяжести Г т = ш§, сила реак¬ 
ции опоры N. направленная по радиусу к центру сферы, и сила трения Г тр , 
направленная по касательной к поверхности сферы и препятствующая соскаль¬ 
зыванию тела. Под действием этих сил тело равномерно движется по окруж¬ 
ности с центром О, лежащей в горизонтальной плоскости. Запишем основной 
закон динамики для этого тела: 

і 

та = N + Г Т + Г тр . (5.9) 

Уравнение (5.9) в проекции на оси координат имеет вид 
на ось * та = N зіп — Р тр сое <р, 

на ось у 0 = N соар+ Е тр зіп<р — тпд. (5.10) 

Подставив в систему уравнений (5.10) выражение для линейного ускорения 

а = и 2 г — ш 2 Кз\п ір, 

где г — радиус окружности, по которой движется тело, и решив ее, получим 
для силы трения 

Г тр = т 0 8 Іпу> — ( 1 / 2 )ти» 2 Дзіп 2 у>. 

Задача 12. На нити длиной I подвешен шарик массой т. Нить отведена на 
угол 90° от вертикали и отпущена (рис. 5.14). На расстоянии К от точки О 
вбит гвоздь А. На какой высоте тело сойдет с круговой траектории? На какую 
максимальную высоту поднимется шарик? 

Дано: I = 2Д, а 0 = 90°; Лі — ? Лг — ? 

Решение. Шарик сначала движется по окружности радиуса 2Д, затем, за¬ 
цепившись за гвоздь, шарик начинает двигаться по окружности радиуса Д, в 
некоторой точке траектории сила натяжения становится равной нулю и шарик 
летит свободно лишь под действием силы тяжести. 

При движении тела по окружности на него действуют две силы: сила тя¬ 
жести Г т = тпд и сила натяжения нити Т, вызывающие ускорение, имеющее 
тангенциальную и нормальную составляющие. Запишем второй закон Ньютона 
для тела: 

та = Т + тп%. (5.П) 

Это уравнение в проекции на отрезок АВ, вдоль которого направлено нормальное 
ускорение, запишется в виде 

та„ = Т + тпд соз а. 


I 
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Пусть в точке В тело сойдет с круговой траектории, т. е. Т = 0, откуда 

дсоза = а„, или дсоза = ѵ 2 /К. (512) 

В этом уравнении два неизвестных — а и ѵ. 

Полная механическая энергия тела в начальный момент времени равна толь¬ 
ко потенциальной энергии (О'О" — нулевой уровень отсчета потенциальной 
энергии): Е с = Е„ = тпдЧК. По закону сохранения эта энергия равна полной 
механической энергии тела в точке В: 

Ев = (тдК + тдК сое а) + тѵ 2 / 2 = 

= тдК( 1 + сова) + тѵ 2 / 2. 

Решив систему уравнений 

д сова = ѵ 2 /Н, 

тд2К = тдК( 1 + соз а) + тѵ 2 / 2 , 

получим а = агссоз | и, следовательно, высота Лі, на которой тело сойдет с 
круговой траектории, есть 

Л х = Я + Я соз а = (5/3)Я = (5/6)/. 

После точки В шарик будет двигаться по параболе как тело, брошенное со скоро¬ 
стью ѵ под углом а к горизонту. Подставив в (5.12) значение угла а = агссоз 2/3, 
получим скорость ѵ: ѵ = ^/(2/3 )дЯ. Максимальная высота Н подъема тела, 
брошенного под углом к горизонту а (см. рис. 5.14), равна: - . 

и _ ѵ 2 зіп 2 а _ 2 дК( 1 - 4/9) _ 5 п 

2д ~ 3 2 д ~ 27 Л ’ * 

Следовательно, 

Л 2 = /»і + Я = (5/3)Я + (5/27)Я = (50/27)Я. 

Задача 13. Тело массой т = 0,1 кг соскальзывает без трения по наклонной 
плоскости, переходящей в цилиндрическую поверхность радиусом Я. Опреде¬ 
лить силы давления тела на поверхность цилиндра Яд и Ев в точках А и В в 
случае, когда тело соскальзывает с высоты Я = ЗЯ (рис. 5.15). 

Дано: т = 0,1 кг, Я = ЗЯ; Яд — ? Ев — ? 
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Решение. В точке В на тело действует две силы: сила тяжести Г т = т% 
и сила реакции опоры N 1 , численно равная силе давления тела на поверхность 
Гв- В точке А на тело также действует Г т и сила реакции опоры N 2 - Запишем 
основной закон динамики для тела в точках А и В: 

таі = + N 1 и таг = + N 2 . 

Эти уравнения в проекции на ось у имеют вид 

— таі = —тд — N 1 и таг = —гпд + N 2 , (5.13) 

где аі = ѵ\/Е и а 2 = ѵ\/Е. Кинетическая энергия тела в точке А: Е кА = 
= тѵ 2 /2. По закоцу сохранения энергии Е кА = Е п с — тдЗЕ (нулевой уровень 
отсчета потенциальной энергии О'О"), т. е. ѵ% = 6 дН. В точке В тело обладает 
кинетической и потенциальной энергией: 

Ев = Е кВ + Е пВ = тѵ\/Ч + 2 тдЕ. 

Вследствие сохранения механической энергии 

Е к в = тѵ\/ 2 = 3 тдЕ — 2тдЕ — тдЕ, 

откуда 

ѵ\ = 2 дЕ. 

Выразив из (5.13) N 1 и N 2 и подставив ѵ I и ѵ%, получим 

N 1 = тд(ѵ\/дЕ - 1) = тд, 

N 2 = тд(ѵ\/дЕ + 1) = Ітд. 

По третьему закону Ньютона Гд = —N 2 , Г в = —N 1 , т. е. 

Р А = N 2 = 7 тд = 6,8 Н, 

Ев = N 1 = тд = 0,98 Н, 

Задача 14. Найти первую космическую скорость Ѵ|. Первая космическая ско¬ 
рость — скорость, которую надо сообщить телу, чтобы оно стало спутником 
Земли. 

Дано: Ез = 6400 км (6,4 • 10 6 м), д = 10 м/с 2 ; і>і — ? 

Решение. На тело, движущееся по круговой орбите вокруг Земли, действу¬ 
ет единственная сила — сила тяготения. Эта сила и определяет нормальное 
ускорение спутника (рис. 5.16). Итак, 

тѵ і _ г тМз 
ЖГИ ~ (Дз + Л) 2 ’ 

где Л — высота спутника над поверхностью Земли. Считаем, что Л Е 3 . Тогда 

і>і = у/СМз/Ез. 

Для удобства расчета воспользуемся формулой 

Я = СМ 3 /ЕІ 


откуда 


СМз = дЕ\. 
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Рис. 5.16. 



Следовательно, 

і>і = \АЯз, [ѵ] = а/( м / с2 ) м = м/с, «і « 8км/с. 

Заметим, что все тела внутри спутника будут находиться в состоянии невесомо¬ 
сти, так как они движутся с одинаковым ускорением, которое создается только 
силой тяготения. Сила нормальной реакции N = 0, следовательно, равен нулю 
и вес тела. 


Задача 15. Вычислить линейную скорость искусственного спутника Земли на 
высоте 1700 км, если его орбиту можно приблизительно считать круговой. При¬ 
нять Яз — 6400 км, д = 10м/с 2 (рис. 5.17). 

Дано: Яз = 6400 км (6,4 • 10 6 м), Я = 1700 км (1,7 • 10 6 м); ѵ — ? 

Решение. На спутник действует одна сила — сила тяготения Р т . Запишем 
для спутника второй закон Ньютона: 


та = Г Т . (514) 

Проекция уравнения (5.14) на направление радиуса вращения 


д з Ш ; 2 я = СтпМзЦЯз + Я) 2 ., * (5.15) 

Так как д = СА/3/Я3, удобно представить СМ 3 = дЯ\. Подставив это выраже¬ 
ние в (5.15), получим 

дЯЦ(Яз + Я) = ѵ 2 . 

Вычислим 


V = 


!_дЦ_ 
Яз + Я’ 


I 10(6,4 -10 6 ) 2 

6 ,4 -ІО 6 + 1,7-10 6 с 


— = 7, Т 


10 3 м/с. 
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Рис..5.17. 

* в 


Рис. 5.18. 


Задача 16. На экваторе воображаемой планеты тела весят вдвое меньше, чем 
на полюсе. Определите среднюю плотность вещества планеты, если период ее 
вращения вокруг оси Т = 1ч 27,5 мин. 

Дано: Т = 1 ч 27,5 мин (5250 с); р — ? 

Решение. На полюсе на тело действуют две силы: сила тяготения и сила 
нормальной реакции. Сумма сил равна нулю, так как тело неподвижно. Вес 
тела равен по величине силе нормальной реакции (рис. 5.18) 


Р„ = М, N = СтпМ/г 2 , 

где тп — масса тела, М — масса планеты, г — ее радиус, откуда 

Р„ = СтпМ/г 2 . 


На экваторе эти же силы должны обеспечить движение тела с угловой скоро¬ 
стью, равной угловой скорости вращения планеты: 


ты 2 г = Р т — N. 


Вес тела на экваторе 


Р ь = N = Р т — тпш 2 г, 



г 2 Т 2 ' 


По условию задачи 


Плотность планеты 


— = 2 =--- 

Р э 1 - (4іг 2 г з/СМГ 2 ) 

М 


Р (4/3)ят 3 ’ 


таким образом 













106 


Глава 5. Динамика материальной точки 


откуда 


6т 

Р- от?’ 

, _ кг • с 2 _ кг 

- ^3> 

6-3,14 кг 

Р ~ 6,67 - 10- Х1 (5,25 • 10 3 ) 2 м 3 


= 1,03 • 10 4 (кг/м 3 ). 


Задача 17. Два одинаковых поезда массы 1000 т каждый движутся по эквато¬ 
ру навстречу друг другу со скоростями 30 м/с. Насколько отличаются силы, с 
которыми они давят на рельсы? 

Дано: пг = 1000 т (10 6 кг), ѵ — 30 м/с; (Р\ — Рі) — ? 

Решение. Рассмотрим движение поездов относительно системы отсчета, свя¬ 
занной с Солнцем. Скорость поезда, движущегося в направлении вращения Зе¬ 
мли: 

іц = і>з + ѵ. 

Скорость поезда, движущегося в противоположную сторону: 


і> 2 = 1> 3 — ѵ. 

На каждый из поездов действуют две силы: сила тяготения и сила нормальной 
реакции. Основной закон динамики для поездов запишется в виде 

тѵІ/Яз = Р Т - N 1 , 
тпѵІ/Кз = Р т - Л? 2 . 


Вычитал из первого уравнения второе, получим 

(т/К 3 )(ѵІ - ѵ%) = N2 - N1. 

Так как N 1 = Р\, N 2 = Р 2 , разность сил давления равна 

Рг-Рі = (т/ Дз)(ѵі - ѵ\) = Аѵѵзт/Кз. 

Окончательно, 


Задачи для самостоятельного решения 


Задача 1. Определить, на каком расстоянии от поверхности Земли должен на¬ 
ходиться спутник, если он вращается в плоскости экватора с периодом, равным 
периоду вращения Земли вокруг оси. 

Ответ: 6,1 • 10 3 км. 

Задача 2. Какова должна быть продолжительность суток на Земле, чтобы тела, 
находящиеся на экваторе, были невесомы. 

Ответ: 1,41 часа. 

Задача 3. Тело массой 1 кг, закрепленное на конце невесомого стержня длиной 
0,5 м, вращается в вертикальной плоскости в поле силы тяжести с постоянной 
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I 

Рис. 5.19. 


частотой 0,2 с 1 . Вычислить разность сил, действующих на стрежень в нижней 
и верхней точках*траектории движения. 

Ответ: 1,6 Й 

Задача 4. Камень массой 0,5 кг, привязанный к веревке длиной 50 см, враща¬ 
ется в вертикальной плоскости. Сила натяжения веревки в нижней точке окруж¬ 
ности равна 44 Н. На какую высоту поднимется камень, если веревка отрывается 
в тот момент, когда его скорость направлена вертикально вверх? 

Ответ: 2 м. 

Задача 5. Определить плотность планеты, если тела на ее экваторе невесомы. 
Период обращения планеты вокруг оси Т = 20 ч. 

Ответ: р = 27, 25кг/м 3 . 

Задача 6. Определить максимальную силу натяжения, которую выдерживает 
нить, к концу которой привязан шарик массой ш = 500 г, если она отрывается, 
когда ее отклоняют на угол, больший 60°. 

Ответ: Т = 9, 8 Н. 

Задача 7. На горизонтально вращающемся диске на расстоянии 1 м от верти¬ 
кальной оси вращения лежит груз. При каком числе п оборотов в секунду груз 
начнет скользить, если коэффициент трения между грузом и диском 0,01? 

Ответ: п = 0,05 об/с. 

Задача 8. Маленький шарик массы тп, подвешенный на невесомой нити, откло¬ 
няют от положения равновесия на угол а = 60 е и отпускают. Определись натя¬ 
жение нити в начальный момент движения. 

Ответ: Т = ту/2. 

Задача 9. В конусе лежит шарик. Конус начинают вращать с угловой скоро¬ 
стью ш. На каком расстоянии от вершины конуса шарик будет находиться в 
состоянии равновесия? Плоский угол при вершине конуса 2а. 

Ответ: 

1 = яТ * _ 9 
4к 2 сое а ш 2 сое а 

Задача 11. Два тела массами ті и т* находятся на стержне, по которому они 
могут свободно двигаться (рис. 5.19). Тела соединены нитью длиной I. Стер¬ 
жень вращается с угловой скоростью ш относительно вертикальной оси вращения. 
Определить, на каком расстоянии от оси вращения установятся тела? 

Ответ: 

ТП\1 ТПіІ 

-;-, І2 = -;-. 

Ші + П»2 Ші + ГГЦ 


XI = 
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Задача 12. Радиус планеты Марс составляет 0,53 радиуса Земли, а плотность 
— 0,74 плотности Земли. Найти ускорение свободного падения на Марсе. 

Ответ: 3,86 м/с*. 

Задача 13. Найти линейную скорость и период обращения искусственного спут¬ 
ника Земли по круговой орбите на расстоянии Н — Я от поверхности Земли, где 
Я = 6400 км — радиус Земли. Ускорение силы тяжести на поверхности Земли 
принять равным 9,8 м/с 2 . 

Ответ: ѵ = 5,6 км/с; Т = 4 ч. 

Задача 14. Пуля попадает в шар массой М, висящий на нити длиной I, и застре¬ 
вает в нем. С какой максимальной скоростью может лететь пуля, чтобы нить не 
оборвалась? Максимальная сила натяжения, которую выдерживает нить До мас¬ 
са пули то. 

Ответ: 

ѵ 0 = (1/тп 0 )у/Р к (М + т 0 )Я - (М + т 0 ) 2 д Я . 

» • 

Задача 15. Определить угловую скорость ш вращения двойной звездной систе¬ 
мы. Массы звезд М\ и Мг, расстояние между их центрами Я. Найти также 
ускорения, с которыми движутся звезды. 

Ответ: 

и> = у/С(Мі+М,)/Н 3 ; оі=СЛ/ 2 /Я 2 ; а 2 = СМі/К 2 . 

Задача 16. Найти первую космическую скорость планеты, масса которой в 3 
раза, а радиус в 2 раза больше, чем у Земли. Принять первую космическую 
скорость Земли равной 8 • 10 3 м/с. 

Ответ: 9,8-10 3 м/с. 
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Глава 6 

Статика 


Статика излучает условия равновесия тела или системы тел. Состояние меха¬ 
нической системы называется равновесным, если все точки системы покоятся 
по отношению к выбранной системе отсчета. Если система покоится относитель¬ 
но инерциальной системы отсчета, то такое равновесие называется абсолютным, 
если система покоится относительно неинерциальной системы отсчета, то равно¬ 
весие считается относительным. В дальнейшем мы будем рассматривать только 
абсолютное равновесие. 

Для равновесия материальной точки необходимо и достаточно, чтобы сумма 
действующих на нее сил равнялась нулю, т. е. 



( 6 . 1 ) 


І 


Для равновесия твердого тела условие (6.1) является необходимым, но недоста¬ 
точным. Например, пусть на тело действуют две равные, но противоположно 
направленные силы, приложенные в разных его точках (рис. 6.1). Под действи¬ 
ем этих сил тело придет во вращательное движение. 

Пусть тело имеет неподвижную ось вращения О (рис. 6.2). Движение, вы¬ 
званное силой Г, зависит не только от величины и направления этой силы, нс 
также и от точки ее приложения. 

Момент силы — произведение силы на плечо. Плечо силы — это кратчайшее 
расстояние от оси вращения до линии действия силы (отрезок і на рис. 6.2). 
Считаем моменты сил, стремящихся вызвать вращение тела по часовой стрелке, 



Рис. 6.1. 


Рис. 6.2. 






по 
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положительными, а моменты сил, стремящихся вызвать движение в обратном 
направлении, отрицательными. Следовательно, для равновесия тела, имеющего 
неподвижную ось вращения, необходимо, чтобы алгебраическая сумма моментов 
сил, действующих на тело, относительно этой оси была равна нулю: 


52 Мі ;= 0 . ( 6 . 2 ) 


Если у тела нет закрепленной оси вращения, для равновесия твердого тела 
необходимо и достаточно выполнение условий (6.1) и (6.2) относительно любой 
оси. Помимо изучения условий равновесия одним из вопросов статики является 
определение положения центра тяжести тела или системы тел. Центу тяже¬ 
сти — это точка приложения равнодействующей всех сил тяжести, действую¬ 
щих на тело при любом его положении в пространстве. Точка центра тяжести 
может быть вне самого тела, например, центр тяжести кольца. Сумма момен¬ 
тов всех элементарных сил тяжести относительно любой оси, проходящей через 
центр тяжести, равна нулю. Из определения центра тяжести следует, что его 
положение у однородного тела будет находиться на оси симметрии или на пере¬ 
сечении осей симметрии. Так, центр тяжести пластинки в форме прямоуголь¬ 
ника находится в точке пересечения его диагон алей. Более общим понятием 
является центр масс. Центр масс — это точка твердого тела или системы тел, 
которая движется так же, как и материальная точка, на которую действует та 
же результирующая сила, что и на тело (систему тел): 

^сист^цм = ^ , ГПіѴі, 

» 

где ш сист — масса всей системы, ѵ цм — скорость ее центра масс, тп,- — масса 
і-материальной точки, ѵ* — ее скорость. Если линейные размеры тела малы по 
сравнению с радиусом Земли, то центр масс совпадает с центром тяжести. Если 
известно положение всех материальных точек, составляющих систему, то поло¬ 
жение центра масс всей системы или всего тела можно определить по формулам: 


Хцл — 


Шх*! + ТП 2 Х 2 + • ■ • _ Е« т і х і 


Уцм — 


тп\ + т 2 + .. 
ТПіУі + ™2У2 + 


п»1 + т 2 + .. 


т 


Е» т »У> 


т 


(6.3) 


ті2і +т 2 г 2 + ... Еі т «' 2 « 

2 ци = -;-:-= -, .* 

Ші + т 2 + ... т 

где хі, уі, 2 і — координаты материальных точек, составляющих систему. Если 
ось вращения твердого тела проходит через центр тяжести (центр масс), то тело 
будет находиться в состоянии безразличного равновесия, если никаких сил, кро¬ 
ме силы тяжести, на тело не действует. Это означает, что тело будет сохранять 
равновесие при любом повороте относительно этой оси. 

Равновесие бывает безразличное, устойчивое и неустойчивое. Примером со¬ 
стояния безразличного равновесия является тело, лежащее на горизонтальной 
плоскости. Различают также устойчивое и неустойчивое положения равнове¬ 
сия. Устойчивым положением равновесия тела называется положение, при ма¬ 
лом отклонении от которого на тело действуют силы, стремящиеся вернуть его к 
положению равновесия. Например, в устойчивом равновесии находится шарик 
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на дне сферической чаши (рис. 6.3,а). При устойчивом положении равновесия 
потенциальная энергия системы минимальна. (Неустойчивое положение равно¬ 
весия показано на рис'. 6.3,5.) 

«Г 

Примеры решения задач 

Задача 1. По середине натянутого каната привязан груз массой т = 10 кг. 
Канат провис на ДЛ = 10 см. Длина каната / = 1 м. Определить, чему равняется 
сила натяжения каната Р я . 

Дано: т = 10 кг, АН = 10см(0,1м), / = 1 м; Р и — ? 

Решение. Силы, действующие на тело, изображены на рис. 6.4: сила тя¬ 
жести Г т и две силы натяжения Г' н и Г". Для тела необходимо выполнение 
условия (6.1) — условия равновесия материальной точки: 

= 0, т. е. Г т + Г', + Г" = 0, 
і 

или 

к,+п,=о, 

Ку + Ку -тд = 0. 


В силу симметрии К = К = и 

^иу = Р'я 8ІП 01, 

откуда 

2Р И зіп а = тд, Р н = тд/2 віп а. 
Зн.чм Л/» и /, определим зіп а: 

зіп а = ДЛ/а/ДЛ 2 + / 2 /4. 

Окончательно, 


Р н = 


_ ш^а/ДЛ 2 + / 2 /4 


2 АН 


(6.4) 


^ _ кг • (м/с 2 )а/^ _ н 
Г и = 250 Н. 

Из формулы (6.4) очевидно, что, чем больше провисание, тем меньше сила на¬ 
тяжения каната. 
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Бис. 6.4. 



Задача 2. Рабочий медленно поднимает за один конец бревно массой т и ста¬ 
вит его вертикально (рис. 6.5), при этом второй конец бревна остается непо¬ 
движным. Точка О неподвижна. Определить зависимость силы давления брев¬ 
на, Р А , действующей на рабочего, и силы трения Р тр от угла а. 

Дано: ту Р А (а) — ? Г тр (а) — ? 

Решение. На бревно действуют четыре силы: сила тяжести Г т , сила нор¬ 
мальной реакции со стороны опоры N 1 , сила трения, Г тр и сила, с которой 
рабочий толкает бревно N. 

По 3-му закону Ньютона N = —Г д , N = Р А . Так как по условию бревно ме¬ 
дленно вращается относительно оси, проходящей через точку О, запишем усло¬ 
вие (6.2): 

тд(1/ 2) сое о — N1 — О, 
откуда N = (1/2)тд сова, следовательно, 

Р А = (1/2)тдсова. 

Сумма проекций сил на оси хи у, действующих на тело, должна быть равна 
нулю, так как точка О неподвижна, поэтому 

Р-гр — N віп а = О, Р тр = N в іпа = (1/4)тс/8Іп2а. 

Задача 3. Балка длиной 2 м закреплена в стене, как показано на рис. 6.6, 
АВ — 0,5 м. На конце балки подвешен груз ш = 100 кг, масса балки 50 кг. 
Найти силы, действующие на балку в точках А и В. 

Дано: А'ГУ = 2 м, АВ = 0,5 м, т = 100 кг, ЛГ ^ 50 кг ч Ра — ? Рв — ? 
Решение. Балка давит на стену в точке А вверх, а веточке В вниз. На балку 
со стороны стены действуют силы в противоположных направлениях. 

На балку действуют четыре силы: сила тяжести Г т = Л/^, сила натяжения 
каната Т, силы реакции опоры Гд и Гв- Так как грув находится в покое, то 
Т = Т' = тд. Запишем условия равновесия балки: 

условие (6.1) Г т + Гд-I-Г в + Т'= 0, 

в проекциях на ось у Мд + тд + Ра — Рв — 0. (6.5) 

Условие (6.2) запишем относительно оси вращения, проходящей через точку В 
и перпендикулярной плоскости чертежа: 

тдВИ' + Мд ВС - Р Л А'В = 0, 










Глава 6. Статика 


ИЗ 




где ВГУ, ВС и А' В 
Отсюда определим 


плечи сил натяжения, тяжести и силы реакции опоры. 


„ тВІУ + М ВС 
Ра =-—- 9, 


Ра = 


А' В 
100 -1,5 + 50-1 

0,5 


10 Н = 4000 Н. 


Из (6.5) находим Рв: 


Рв = (т + М)д + Р А , 

Р в = [(50 + 100) • 10 + 4000 Н = 5500 Н. 

Задача 4. Лестница прислонена к стенке. При каком минимальном угле на¬ 
клона к полу она не будет падать? Коэффициент трения между лестницей и 
стеной к\, между лестницей и полом к?. 

Дано: *і, Аг 2 ; а т іп — ? 

Решение. На лестницу (рис. 6.7) действуют сила тяжести Г т , силы нормаль¬ 
ного давления N 1 и N 2 , силы трения Р тр і и Г тр 2 . В задаче ставится вопрос об 
определении минимального угла, поэтому берутся максимальные значения сил 
трения покоя, которые удерживают лестницу в покое: 

Р т р1 = к іТѴі И Р Тр 2 — к 2^2- 

Для равновесия лестницы должны выполняться условия (6.1) и (6.2). Условие 

( 6 . 1 ): 

Р т + N 1 + Р тр і + N 2 + Ртр2 — 0. (6-6) 

Для записи условия (6.2) мы должны выбрать ось вращения, относительно ко¬ 
торой будем рассматривать моменты сил. Всегда выбираем ось так, чтобы как 
можно большее число моментов неизвестных сил относительно этой оси было 
равно нулю. Это может быть точка 0\ или О 2 (моменты двух сил относительно 
оси, проходящей через эти точки, будут равны нулю). 
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Запишем условие (6.2) относительно оси, проходящей через точку 0\: 

ЛГі/зіп а т і п + Р гр і I с 08 а тіп - тд(1/ 2) сое а тіп = О, 

^ё®тіп = ( Р грі 4" 

Выразим Р Т р і и /Ѵі через силу тяжести тд. Для этого уравнение (6.6) запишем 


в проекциях на оси координат: 

на ось х 


на ось у 


N 1 — Р гр2 — 0, 
Ртрі - тд 4- N 2 = О, 


или 


откуда 


ЛГі = к^2, 

^N 1 - тд + N 2 — О, 


N1 = 


к 2 тд 

1 + к\к 2 


Окончательно 


(тд/ 2 ) - кік 2 тд /(1 + к х к 2 ). . 1 - к х к 2 

1 ё а тіп =- — -(1 + М а ) = “2^-, 

«шіп = агсі§(1 - кік 2 )/ 2 к 2 . 

Очевидно, что при всех а > а т і п лестница также не будет падать. 

Задача 5. К вертикальной гладкой стене в точке А на веревке длиной / подве¬ 
шен шар массой ш. Какова сила натяжения веревки Т и сила давления шара 
на стену Е д , если его радиус равен Л? Трением о стенку пренебречь. 

Дано: /, т, К; Т — ? Р л — ? 

Решение. На шар (рис. 6.8) действуют следующие силы: сила тяжести Г т , 
сила нормальной реакции І^, сила натяжения Т. По условию (6.1) 

Г т + N + Т = 0. (6.7) 

В проекциях на оси координат уравнение (6.7) имеет вид 
на ось х N— Та іпа = 0, 

на ось у Т сов а — тд = О? 

Моменты сил тяжести и нормальной реакции относительно оси, проходящей 
через точку О, равны нулю. Момент силы натяжения также должен быть равен 
нулю, так как сумма моментов всех сил, действующих на тело, относительно 
этой оси при равновесии равна нулю. Поэтому линия действия силы натяжения 
должна проходить через центр тяжести. Из рис. 6.8, следует, что 


8іп а = 


К 


соз а = 


ѴР + 2/д 


Сила натяжения равна 


1 + К’ 1 + К 

N = ТК/{1 + К). 

Т = тд(1 + Я)/у/1(1 + 2 Я). 
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Сила нормальной реакции определяется из выражения 

N = тдН/ \/і(1 + 2 К). 

По 3-му закону Ньютона сила давления на стенку равна по величине силе нор¬ 
мальной реакции /Ѵ: 

Гд = -М, Р Л = N, 

Р А = тдК/уДГ+Щ. 


Задача 6. К вертикальной стене на веревке подвесили шар, причем точка под¬ 
веса находится на одной вертикали с центром тяжести. При каких значениях 
коэффициента трения возможен такой подвес? 

Дано: АО || стоне; к — ? 

Решение. На шар (рис. 6.9) действует четыре силы: сила тяжести Г т = т§, 
сила натяжения Т, сила нормальной реакции сила трения Р тр . По условию 
(6.1) для равновесия тела необходимо 

ш 8 + N + Т + Г тр = 0. 

Условие (6.2) запишем относительно оси, проходящей через точку А, так как 
относительно этой оси моменты силы тяжести и силы натяжения нити равны 
нулю. Следовательно, 

Р тр К - NК = 0 , 

а поскольку Р тр = &7Ѵ, то такой подвес возможен при к > 1. 

Задача 7. Определить центр тяжести четырех шаров массами 1 кг, 2 кг, 3 кг и 
4 кг, закрепленных на невесомом стрежне. Расстояние между центрами шаров 
I (рис. 6.10). 

Дано: ті = 1 кг, т? = 2 кг, тз = Зкг, ТП 4 = 4 кг, /; х цт — ? 
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Рис. 6.11. 


Решение. 

1- й способ. Ось х выберем, как указано на рисунке. По формуле (6.3) имеем 

О ті + /т 2 + 2/тз + 3/т 4 

* цт— ; ; ;- 1 

ті + т 2 + т 3 + т 4 

. I х ЦТ = (2/ + 6/ + 120/10 = 21 , 

т. е. центр тяжести всей системы совпадает с центром тяжести шара массой 

т 3 . 

2- й способ. Воспользуемся определением центра тяжести: алгебраическая 
сумма моментов всех сил тяжести, действующих на все элементы системы от¬ 
носительно оси, проходящей через центр тяжести, равна нулю. 

Пусть центр тяжести С находится на расстоянии х цт от центра первого 
шарика (рис. 6.10). Тогда сумма моментов сил тяжести относительно оси, про¬ 
ходящей через точку С, запишется в виде 

- тідх цт - т 2 д(х цт - /) + т 3 д(21 - х цт ) + т 4 </(3/ - х ЦТ ) = 0, 

т 2 / + т 3 2/ + т 4 3/ 

Хцт = -;-;-;- = 21 . 

ті + т 2 + т 3 + т 4 

Задача 8. Определить центр тяжести однородного диска с вырезанным ква¬ 
дратом, как показано на рис. 6.11. Радиус диска Я, сторона квадрата а. 

Дано: К, а; х цт — ? 

Решение. В силу симметрии центр тяжести' диска будет находиться на оси 
х (рис. 6.11,а). Очевидно, что центр тяжести сместится влево от точки 0, так 
как правая часть диска будет легче благодаря вурезу. Сила Е т і, приложенная 
в точке О і однородного диска и направленная вертикально вверх, эквивалентна 
вырезу, если сила тяжести вырезанного квадрата равна Г т і . 

Поскольку сумма моментов сил Г т и Г т і относительно оси, проходящей через 
центр тяжести, равна нулю, имеем * 

Е т х цт - Е Т 1 (хц Т + Я- а/л/2) = 0, 

Р Т = рНпК 2 д, Р т і = рНа 2 д, 

где р — плотность материала, Н — толщина диска. Следовательно, 
рЬігН 2 дх цт - рНа 2 д(х цт + Я- а/д/2) = 0, 
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а 2 (Я - а/ѵ/2) 

* цт " лЯ 2 - а 2 ‘ 

Можно решить задачу еще одним способом. У диска без выреза центр тяжести 
находится в точке О. После выреза центр тяжести смещается влево по оси х. В 
точке О' приложена сила тяжести оставшейся части (рис. 6 . 11 , 6 ). 

К = Р, - Рті = рдН(і гЯ 2 - а 2 ), ( 6 . 8 ) 

где Р т і — сила тяжести вырезанной части. Если вырезанную часть вернуть 
на прежнее место, то в точке О (по определению центра тяжести) приложена 
равнодействующая сил тяжести и Г т і . Тогда относительно оси, проходящей 
через точку О, сумма моменте^ сили Г т і должна быть равна 0: 


Я Т (Я - аз/2/2) = Я> цт . 

Воспользовавшись формулами ( 6 . 8 ) и (6.9), получим для х цх : 

а 2 (Я-аД/2) 

Гцт_ л Я 2 — а 2 • 


(6.9) 


Задача 9. Определить положение центра тяжести тонкой однородной прово¬ 
локи, изогнутой по дуге радиуса г (рис. 6 . 12 ). 

Дано: г; х — ? 

Решение. Впишем в полуокружность правильный многоугольник. Опреде¬ 
лим сумму моментов сил тяжести сторон многоугольника относительно оси АІ, 
считая, что силы тяжести перпендикулярны плоскости чертежа. Сила тяжести 
каждой стороны, очевидно, приложена к ее центру. Из рис. 6.12 ясно, что плечо 
силы тяжести, действующей на АВ, есть х\, на ВС — х 2 , и т. д. Таким образом, 
суммарный момент сил тяжести относительно АІ 

М = (рАВх і -I- рВСх 2 + рСБх з + рИЕх 4 + рЕРх$ + рРІх 6 )д, 

где р — линейная плотность проволоки, р = т/пг, т — масса проволоки. Из 
подобия треугольников Д АВВ' и АОМА следует: 


АВ' 

ВВ' 


АВ 

то' 


ВВ' = 2хі, 


где Л = МО — высота треугольника АЛОВ. Очевидно, что высоты треугольни¬ 
ков АСОБ, АВОС и т. д. будут одинаковы, отсюда 

АВх х = АВ'Н, 

ВСх 2 = В'С'к, 

СБх з = С'ГУ к, и т. д. 

Тогда, сложив левые и правые части написанных равенств, получим 
(АВх\ 4 - ВСх 2 + СБх з + ОЕх 4 + ЕРх 5 + ЕІх&) — 

= ( АВ' + В'С + С ГУ + Е'Р' + Р'І)к = 2гк. 

Если увеличивать число сторон вписываемого многоугольника, то к стремится 
к г, откуда окончательно 

( 6 . 10 ) 


У 


М = р2г 2 д. 
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Рис. 6.12. Рис. 6.13. 


Если сила тяжести проволоки приложена в точке О с , то момент этой силы от¬ 
носительно оси АІ равен 

М — тдх = ріггхд. 

Очевидно, что этот момент равен (6.10): 

рпгхд = р2г 2 д, х = 2г/тг. 

Задача 10. Определите центр тяжести вырезанного из фанеры домика (рис. 
6.13), состоящего из двух правильных фигур: равностороннего треугольника со 
стороной а и квадрата со стороной 6. 

Дано: а, 6, х цт — ? 

Решение. Центр тяжести треугольника лежит на пересечении медиан, в 
данном случае в точке О і, находящейся от основания треугольника на расстоя¬ 
нии Лх = а/ 2\/3. Центр тяжести квадрата лежит в точке 0 2 \ х 2 — 6/2. Очевид¬ 
но, что центр тяжести фигуры находится на отрезке 0\0?. Повернем мысленно 
фигуру на 90°, чтобы сила тяжести была перпендикулярна ОіОг- Относительно 
оси, проходящей через центр тяжести О с , сумма моментов сил тяжести, действу¬ 
ющих на треугольник и квадрат, должна быть равна нулю. Обозначим через Н с 
расстояние от Оі до центра тяжести О с . Тогда 

тідкс-гп2д(Ні+к 2 -Ііс) = 0, 

где Шх — масса квадрата, равная гп\ — р<1Ь 2 , тп 2 — масса треугольника, рав¬ 
ная гті 2 = рв.а 2 \/ 3/4, где </ — толщина фанеры. Подставляя эти выражения в 
написанное равенство, имеем 


рсІЬ 2 к с — р<1а 2 (Ѵз/4)(а/2'/3 -I- 6/2 — к с ) = 0, 

а 2 (ѴЗ/4)(а/2ѴЗ + 6/2) 

6 2 + а 2 \/3/4 

у 

Г 


где р — плотность материала. 
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Тогда расстояние центра тяжести от основания домика определится по фор¬ 
муле 

_ Ь а 2 (л/3/4)(а/2л/3 + 6/2) 
цт 2 6 2 + а 2 у/ 3/4 

Величину Хц Т можно также найти по формуле (6.3) для центра тяжести. Приняв 
за начало координат точку О, найдем 

_ (Ь/2)ті + (6 + а/2УЗ)ш 2 _ (Ь/2)Ь 2 + (6 + а/2у/3)а 2 (ѴЗ/4) _ 

ХіІТ ті+т 2 Ь 2 + а 2 \Д/4 

6 (в 2 л/3/8)(а\/3 -(- 6) _ 6 а 2 (а + уДЬ) 

~2 + 62+32^/4 “ 2 + 2(462 + а 2 Ѵ5)' 

Задача 11. На цилиндр намотана нить, один конец которой закреплен на стой¬ 
ке в верхней точке плоскости. При каком угле наклона плоскости а цилиндр не 
будет скатываться с нее, если коэффициент трения цилиндра о плоскость к 
(рис. 6.14)? 


Дано: к; а — ? 

Решение. На цилиндр действуют четыре силы: сила тяжести Г т , сила на¬ 
тяжения Т, сила трения Г тр , сила нормальной реакции N. Условие равновесия 
цилиндра — сумма сил равна нулю: 

Г т + Т + N + Г тр = 0. (6.11) 

Алгебраическая сумма моментов сил равна нулю. Напишем это условие относи¬ 
тельно оси, проходящей через точку О (ось симметрии цилиндра): 

XV — Р тр г = 0, Т — Р тр . 

Плечо сил равно радиусу цилиндра г. В проекциях на оси хи у уравнение (6.11) 
запишется в виде 


Для Утр имеем 
Таким образом, 


Т + Дтр — т 9 зіп а = 0, N — тд соя а = 0. 
Р Т р = кN = ктд соя а. 


2 Р тр — тд яіп а, или 2 ктд соя а = тд яіп а, 
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Рис. 6.15. 

• 

откуда і§аг = 2І к, следовательно, при 

ого < агсі^ік 

цилиндр не будет скатываться. При уменьшении угла увеличивается сила нор¬ 
мальной реакции, возрастает сила трения, следовательно, при а < ао цилиндр 
будет в состоянии покоя. 

Задача 12. С какой силой человек должен тянуть веревку, чтобы удержать 
себя и платформу, на которой он стоит, в равновесии (рис. 6.15)? Масса человека 
іщ = 70 кг, платформы — тг = 30 кг, массой блоков и веревок пренебречь. 

Дано: ті = 70 кг, тг = 30 кг; Р И 2 — ? 

Решение. Система состоит из четырех тел: человека, платформы и двух бло¬ 
ков. На платформу действуют четыре силы: сила тяжести Г т , силы натяжения 
Г„і и Г н2 , сила давления человека Г д . Условие равновесия платформы есть 

Г т + Г„і + Г„2 + Гд = 0. 

В проекции на ось у это уравнение имеет вид 

Г„1 + Г н2 - Г А - Р т = 0. (6.12) 

На блок 1 действуют три силы натяжения: Г' н1 , Г' и2 , Г' н ' 2 ■ Условие равновесия 
блока есть 

Г' н1 + Г' н2 + Г" 2 = 0. 

В проекции на ось у это уравнение запишется в виде 

Кі-К'2-К2 = о. (6.13) 

На человека действуют сила тяжести Г т і, сила нормальной реакции М, сила 
натяжения Г' н ' 2 . Условие равновесия человека есть 

Г т і + N + Г"і = 0. 
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Рис. 6.16. 


В проекции на ось у это уравнение имеет вид 

Кі + N - тгцд = 0. (6.14) 

Система находится в равновесии, поэтому 

О _ 17»/ 77»// _ тр 

^ні — ^н1> * н2 — “н2- 

По третьему закону Ньютона N = Р А . Уравнения (6.12)-(6.14) перепишем в виде 

Гні + Р»2 -Р А - ™2 9 = 0, (6.15) 

Р*і = 2^2, (6.15а) 

Рні + Рл~ "»і 9 = о. (6.156) 

Из (6.156) для Р А получим 

Ра = т і9 ~ Р н2' 

Подставив выражения для Р А и В„і в (6.15), получим 

2Р„2 + Р ц2 — гп\д + Р иг — т 2 д = 0 , 


откуда 

Р н2 = </(ті + т г)/4. 

В'' 2 = .Р„2 = 2,5Н. 

Задача 13. Однородный стержень ЛВ шарнирно укреплен в точке А и опира¬ 
ется о тележку. Сила давления стержня на тележку Г4, коэффициент трения 
в точке В к = 0,2. Какую горизонтальную силу нужно приложить к тележке, 
чтобы сдвинуть ее 1) вправо, 2) влево (рис. 6.16)? 

Дано: к = 0,2, ЛГ; Р — ? 

Решение. Тележка может сдвинуться, если сила Р равна или больше силы 
трения скольжения, действующей со стороны стержня на тележку: Р ^ Рт р- 
Когда на тележку сила Р не действует, то, соответственно, не действует никаких 
сил в горизонтальном направлении и на стержень. По вертикали (вдоль оси у) на 
него действуют сила тяжести Г т , сила нормальной реакции со стороны тележки 


/ 
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N 1 и сила реакции со стороны шарнира ]Ч'. Очевидно, что N 1 = N', так как 
сумма моментов этих сил относительно центра тяжести равна нулю. Условие 
равновесия: 

N 1 + N' — тд = 0. 

По 3-му закону Ньютона N 1 = N. Отсюда тд = 2/Ѵ. 

1) Когда начинает действовать сила Г, то сила нормальной реакции и сила 
давления стержня на тележку изменяются (рис. 6.17а). На стержень действуют 
те же силы, но сила нормальной реакции станет равной N 1 . Сила трения Е(, р1 
препятствует движению тележки. Условие равновесия стержня имеет вид 

/Ѵ(/зіп а - Е тр і I сова - тд(1/2 ) зіп а = 0, 

К Р 1 = 

где I — длина стержня. Из (6.16) находим 

= N зіп а/(зіп а — к сов а). 

Сила трения Р тр і = кМ[ = кN в іпаДзіпа — &соза), следовательно, 

0 ,2ЛГч/2/2 


(6.16) 


Р = Ртрі — 


(Ѵ5/2)(1-0,2) 


= 0,25Л7. 


2) Если сила, действующая на тележку, направлена влево, то сила трения 
направлена вправо. Условие равновесия стержня в этом случае имеет вид 
(рис. 6.176) 

ЛГ 2 / зіп а + Р тр 2 І соз а — тд{1/2 ) зіп а — 0, 


или 


N 2 зіп а + ікіѴг а - (2/7/2) зіп а = 0, 


откуда 


N зіп а 


N 


зіп а+ 1: соз а 1 + 0,2’ 
Р = *ЛГ 2 = 0, 2ІѴ/1, 2 яз 0,17/7. 


Очевидно, что влево тележку сдвинуть легче. 


















Глава 6. Статика 


123 




Задачи для самостоятельного решениия 

Задача 1. Однородный стержень с прикрепленным на одном конце грузом мас¬ 
сой ш = 1,2 т находится в равновесии в горизонтальном положении, если его 
подпереть на расстоянии 1/5 длины стержня от груза. Чему равна масса стерж¬ 
ня М ? 

Ответ: М = (2/3)т = 0,8 т. 

Задача 2. Определите силы натяжения двух шнуров, на которых подвешена лю¬ 
стра массой 100 кг (рис. 6.18). 

Ответ: Р „ і = 1,13-10 3 Н, Г„ 2 = 5,565 ІО 2 Н. 

Задача 3. Туго натянутая над землей проволока имеет длину 50 м и провисает 
на 3,8 м, когда канатоходец массой 60 кг стоит на ее середине. 

а) Чему равно натяжение проволоки? 

б) Можно ли натянуть проволоку таким образом, чтобы она не провисала? 

Ответ: а) Р н = 2000 Н; б) нет, невозможно, чем меньше провисает проволока, 

тем больше сила ее натяжения. 

Задача 4. Лестница длиной 9,5 м и массой 16 кг приложена к гладкой верти¬ 
кальной стенке, а другим концом упирается в землю. Лестница составляет угол 
а = 20° со стеной. На какое расстояние по лестнице может подняться челЪвек 
массой 70 кг, прежде чем она начнет проскальзывать по поверхности земли, если 
коэффициент трения к между лестницей и землей равен 0,4? 

Ответ: 0,3 м. 

Задача 5. На кронштейне АВС висит груз массой т, угол между горизонталь¬ 
ным и наклонным стержнями кронштейна равен 45°. Определить силу, растяги¬ 
вающую горизонтальный стержень и сжимающую наклонный (рис. 6.19). 

Ответ: Рі — 1000 Н, Р 2 = 1410 Н. 

Задача 6. Однородный стержень АВ опирается о шероховатый пол и о гладкий 
выступ С (рис. 6.20). Угол наклона 45°. Определить, чему должно быть равно 
отношение АС/ВС, чтобы стержень находился в равновесии; к = 0,5. 

Ответ: АС/ВС — Ъ. ' 

Задача 7. Определить центр тяжести проволочной рамки, имеющей форму рав¬ 
ностороннего треугольника, если одна сторона сделана из медной, а две другие 
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а 



А 


Рис. 6.20. 


Рис. 6.21. 


из алюминиевой проволоки. Сечение проволок одинаково. Сторона треугольника 
/ = 1 м. Плотность меди р», = 8,9 г/см 3 , плотность алюминия р» = 2,7 г/см 3 . 
Ответ: х а 16, 3 см от середины медной проволоки. 

Задача 8. На каком расстоянии от дна находится центр тяжести тонкостенного 
стакана высотой Л = 12 см и диаметром (1 = 8 см, если толщина дна в два раза 
больше толщины стенок? 

Ответ: 4,5 см. 

Задача 9. Три человека несут плиту, имеющую форму равностороннего тре¬ 
угольника, причем два держатся за середину одной из сторон, а третий за проти¬ 
воположную ей вершину. Куда надо положить груз, чтобы на каждого из троих 
приходилась равная нагрузка? 

Ответ: Нагрузка будет одинаковой в отсутствии груза или если груз лежит 

в центре тяжести плиты. 

Задача 10. Найти положение центра тяжести половины однородного тонкого 
диска радиуса Я. 

Ответ: 4Я/Зіг от центра диска. 

Задача 11. Определите центр тяжести фигуры, состоящей из половины одно¬ 
родного диска радиуса г и квадратной, пластины со стороной а (рис. 6.21). 


Ответ: 


т « 3 -К4/З)г 3 
2о а + тг 2 ' 


I 
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Гидромеханика 


В гидромеханике изучаются условия равновесия и движения так называемой 
сплошной среды. Хотя любое вещество, тело, среда состоят из молекул, и сле¬ 
довательно, дискретны, в гидромеханике рассматриваются объекты таких раз¬ 
меров, при которых этой дискретностью можно пренебречь. До сих пор мы 
имели дело с сосредоточенными силами, т. е. силами, которые имеют определен¬ 
ную точку приложения. Мы предполагали, что все силы, действующие на тело, 
приложены к центру тяжести, хотя, очевидно, что сама сила тяжести является 
результирующей всех действующих на элементарные массы сил тяжести. 

В гидродинамике в основном мы будем иметь дело только с распределенны¬ 
ми силами, т. е. силами, которые действуют на каждый элемент площади вы¬ 
деленного объема жидкости и твердого тела (поверхностные силы) или каждую 
элементарную массу тела (массовые силы). 

Заметим, что под жидкостью мы понимаем капельные жидкости, а также 
газы. Одним из основных понятий гидромеханики является давление. Выделим 
в жидкости некоторую поверхность (рис. 7.1). 5 — ее площадь, нормаль к 
которой п. В общем случае на нее может действовать сила Г, направленная 
под углом к нормали а. Разложим эту силу на две составляющие: Г т и Г„ 
(касательную и нормальную к поверхности). 

В случае покоящейся жидкости сколь угодно малая сила Р т вызовет ее дви¬ 
жение, т. е. в жидкостях отсутствует сила трения покоя. Поэтому при рассмо¬ 
трении покоящейся жидкости (гидростатика) или идеальной жидкости (отсут¬ 
ствует трение, вязкость) касательная составляющая Р Т равна нулю. Следова¬ 
тельно, в этих случаях сила, действующая на выделенную поверхность, должна 
быть ей перпендикулярна. Это — сила давления. 

Давление определяется отношением силы Р„ к площади поверхности 5, на 
которую эта сила действует: 

Р = Р п /3. 

В СИ единицей давления является паскаль (Па): 

Ша = Ш/м 2 . 

Через основные единицы СИ килограмм, метр и секунду паскаль выражается в 
виде [Па] = кг/м с 2 . і 

Давление может изменяться при переходе от одной точки жидкости к другой 
и, следовательно, давление является функцией координат х, у, г — Р(х, у, г). 
Для определения давления в заданной точке М берем элемент поверхности 
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Рис. 7.1. 



(Д5 — его площадь) и находим давление как предел отношения силы Р к Д5 
при стремлении АЗ к нулю: 

Р = Ііт Р/АЗ, 

Д5—О 

причем М принадлежит АЗ. 

Закон Паскаля: внешнее давление, производимое на жидкость, передается ею 
по всем направлениям без изменения. Определим давление в точке М. Для этого 
мысленно выделим в жидкости треугольную призму, внутри которой находится 
точка М (рис. 7.2). На боковую грань АВ действует сила давления Гі, на АС 
— сила Гг и на ВС — сила Гз. Силы, действующие на основания призмы, 
уравновешены. Условие равновесия призмы есть 

Г 1 +Г 2 + Г 3 = 0. (7.1) 

Мы хотим определить давление в данной точке жидкости; призма очень мала, 
так что силой тяжести можно пренебречь. Сила Гі направлена вдоль х (сила 
давления по определению перпендикулярна поверхности) и равна 

Рі = Р\х = Р\Зав , 

сила Гг направлена вдоль у и равна 

Р2 = Р-іу = Р-іЗаС- 

Сила Гз имеет х- и у-составляющие и равна 

Гз = РзЗвспвс, 

Рзх = РзЗвс сое а, 

Рзу = РзЗвс зіпа. 

Уравнение (7.1) в проекциях 

на ось х Р\Зав - РзЗвс сое а = О, 

на ось у РзЗас - РзЗвс зіп а = 0. 

Заметим, что 

5вс сова = Зав, Звс^іпа = ЗАС- 

Отсюда Рі = Р 2 = Рз, т. е. давление жидкости в данной точке не зависит от ори¬ 
ентации выбранной площадки, силу давления на которую мы определяем. Так, 


I 
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Рис. 7.3. 




Рис. 7.5. 


если в сосуд налита жидкость (рис. 7.3), то давление в точке А определится как 
сумма атмосферного давления Р ати и давления столба жидкости Р над уровнем 
АВ, которое равно 

Р = тд/5 = рНЗд/З = рдН. (7.2) 

Здесь 8 — площадь основания сосуда, р — плотность жидкости. Давление Р = 
= рдН называется гидростатическим давлением. Итак, 

Ра = -Рати + рдН. 

По закону Паскаля давления на стенку сосуда в точках А и В равны, т. е. Ра = 

= Рв- 

Атмосферное давление — это гидростатическое давление столба воздуха, ко¬ 
торое равно давлению столбика ртути высотой Но = 760'мм (рис. 7.4): 

Рати = РртдНо = 1,36 • 10 4 кг/м 3 • 9,81 м/с 2 • 0,76 м = 1,013 • 10 5 Па. 

Вследствие разности давлений на различных уровнях в жидкости на тело, 
погруженное в жидкость, действует выталкивающая сила. 

Закон Архимеда. На тело, погруженное в жидкость или газ, действует сила, 
равная весу вытесненной жидкости. 

Погрузим в жидкость цилиндр высотой Н и площадью основания 5 (рис. 7.5). 
Давление на глубине Лі равно 

Р\ — Р атм "Ь рдНі , 


а на глубине Н 2 

Рг = Р’аты + рдН 2 - 

Силы давления, действующие на основание цилиндра, равны 

Рі = РіЗ = (Р ати + рдНі)3, 

Рг = Рг5 = (Рати + рдН 2 )3. 

Суммарная сила давления на боковую поверхность в силу симметрии равна нулю. 
Отсюда результирующая сила давления, действующая на цилиндр, есть 

Р — Рг — Р\ — рдѴ 


(7.3) 
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Рис. 7.6. 



Рис. 7.7. 


и равна весу вытесненной жидкости (V = НЗ — объем вытесненной жидкости). 
Эта сила называется выталкивающей силой Р ВЫТ . 

Обратим внимание на то, что выталкивающая сила равна весу вытесненной 
жидкости, а не силе тяжести. Если сосуд с жидкостью будет падать с ускорени¬ 
ем свободного падения, то верхние слои жидкости не будут давить на нижние и 
Р выт будет равна нулю. Если же, наоборот, сосуд поднимать вверх с ускорением 
а, то выталкивающая сила, действующая на рассматриваемый цилиндр, равна 

Рвыт = рѴ(д + а). 

Точка приложения выталкивающей силы не обязательно должна совпадать 
с центром масс тела. Выталкивающая сила приложена к телу в точке, совпа¬ 
дающей с центром масс объема вытесненной жидкости, эту точку называют 
центром давления. Направления силы тяжести тела и выталкивающей силы, 
вообще говоря, не совпадают (рис. 7.6). Сумма моментов этих сил относитель¬ 
но любой оси вращения, перпендикулярной плоскости чертежа, не равна нулю. 
Так как в жидкостях нет силы трения покоя, то под действием этих моментов 
тело поворачивается в жидкости таким образом, чтобы силы были направлены 
вдоль одной прямой. Тогда суммарный момент сил станет равным нулю. 

Равнодействующая выталкивающей силы и силы тяжести называется подъ¬ 
емной силой. Если плотность тела р больше плотности жидкости р ж , то вытал¬ 
кивающая сила Р выт меньше силы тяжести Р т 

Рвыт < Рт ( РжѴд < рѴд) 

и тело тонет, но при этом вес тела уменьшается (рис. 7.7): 

Рт = Р ВЫТ "Р Рв , 
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где Г н — сила натяжения пружины. Вес тела определяется силой натяжения 

Р — Гг Г вит = игу р ж V д. 

Если плотность тела равна плотности жидкости, то тело находится в состоянии 
безразличного равновесия: 

Г выт = тпд (р = р ж ). 

Если же плотность тела меньше плотности жидкости, то выталкивающая сила 
больше силы тяжести: 

Е’выт > Г т (р ж Ѵ д > рѴд). 

Для того, чтобы тело удержать под водой, должна действовать внешняя сила. 
Тело может находиться в равновесии, если оно не полностью погружено в жид¬ 
кость. Условие равновесия: .Е выт = Г т , т. е. 

РжѴід = рѴд, 

где Ѵ\ — объем погруженной в жидкость части тела. 

Тело находится в состоянии устойчивого равновесия, если центр тяжести 
лежит ниже точки приложения выталкивающей силы. На рис. 7.8 видно, что 
при отклонении тела от положения равновесия момент сил, действующих на 
тело, стремится вернуть тело к положению равновесия. 

Рассмотрим один частный случай движущейся жидкости. Соотношение ме¬ 
жду скоростью течения и давлением описывается уравнением Бернулли. Сдела¬ 
ем ряд предположений: 

1) жидкость идеальная, т. е. отсутствует трение (вязкость); 

2) жидкость несжимаемая, т. е. плотность жидкости остается постоянной, 

3) течение стационарное (скорость и давление не зависят от времени); 

4) при своем движении различные слои жидкости не смешиваются, т. е. счи¬ 
таем, что жидкость состоит из набора несмешивающихся струй. Тогда выделим 
в жидкости (рис. 7.9) некоторый объем между сечениями 1 и 2, при этом пере¬ 
текание жидкости через боковую поверхность отсутствует. 

За промежуток времени Д і происходит перемещение выделенного объема и 
он будет находиться между сечениями 1' —2' (на рис. 7.9 А А' — нулевой уровень 
отсчета потенциальной энергии). Тогда механическая энергия выделенного объ¬ 
ема жидкости увеличится на энергию объема жидкости между сечениями 2 — 2', 
но уменьшится на энергию объема жидкости между сечениями 1 — 1', энергия 
же жидкости, заключенной между сечениями 1' — 2, останется без изменений. 
Изменение энергии определяется формулами 

Д^мех = ^ыехП — Е мех \, 
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где 

Еиехі = т\ѵ\/2 + гщдНі, 

Емехіі = Щіѵ 2 + тпцдН 2 , 

гп\ и шц — массы жидкости между сечениями 1 — 1' и 2 — 2' соответственно, 

т\ = рѴі = рЗіѴіАі, 
шц = рѴ'ц = р8 2 ѵ 2 Аі, 

ѵі и ѵ 2 — скорость жидкости в сечениях 1 и 2, при этом считается, что скорость 
по сечению практически не изменяется, Ні и Н 2 — положение центров тяжести 
жидкостей между сечениями 1 — 1' и 2 — 2', 5і и 3 2 — площади сечениий 1 и 2. 
Так как жидкость несжимаема, то количества жидкости, перетекающие через 
сечения 1 и 2 за один и тот же промежуток времени, должны быть равны, т. е. 

р5\ѵ\Аі = р5 2 ѵ 2 Аі, или ѵх5і = ѵ 2 3 2 . 

Тогда изменение механической энергии запишется в виде 

АЕ иех = ѵі5\АІ(рѵ\і2 + рдНі - рѵ \/2 - рдН 2 ). 

Изменение механической энергии равно алгебраической сумме работ сил, дей¬ 
ствующих на выделенный объем жидкости, в данном случае сил давления. Сила 
давления Р А і = Р\8 совершает положительную работу, равную А\ — РіЗіѴхАі, 
сила давления Р л2 = Р 2 3 совершает отрицательную работу А 2 = —Р 2 8 2 ѵ 2 Аі. 
Итак, 

А Е иех = '^2,А і , 

І 

ИЛИ 

ѵі5іАі(рѵ\/2 + рдНі - рѵ\/2 - рдН 2 ) = (Р х - Р 2 )3\ѴіАі. 
Окончательно 

рѵ і/2 + рдНі + Рі= рѵ \/2 + рдН 2 + Р 2 . 

Так как сечения 1 и 2 выбраны произвольно, для любого сечения можно записать 

рѵ 2 /2 + рдіі + Р = СОП8І. (7-4) 

Это уравнение называется уравнением Бернулли. 


Следствия уравнения Бернулли 

1. Закон Бернулли: Если жидкость течет по горизонтальному каналу, то, чем 
больше скорость течения жидкости, тем меньше давление. 

2. Формула Торичелли. Если в сосуде есть отверстие, через которое течет 
жидкость (рис. 7.10), то, записывая уравнение Бернулли для сечений 1 — 1' и 
2 — 2', получим 

Р;\тм + рѵ\/2 + рдН = 

Р атм + рѵЦ 2 + 0. 

Так как гі -С ѵ 2 , для скорости струи, вытекающей из отверстия, имеем 

ѵ 2 Ь у/2дН. 

3. Пусть имеется трубка переменного сечения (рис. 7.11), в одном из сечений 

находится поршень, на который давят с силой Г. Если площадь сечения 1 — 1' 
есть 3, то давление жидкости в этом сечении равно Р\ = Е/3 + Р ат „. Тогда 
уравнение Бернулли запишется в виде 'і 

Е/3 + Р атм + рѵ 1/2 — Ръти + рѵ\/2. 
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Примеры решения задач 

Задача 1. Тонкая палочка плотностью р — 750 кг/м 3 закреплена шарнирно 
на одном конце и опущена свободным концом в воду. Какая часть длины 
палочки будет погружена в жидкость при равновесии, если плотность воды 
Ра = 1000 кг/м 3 ? Шарнир находится на небольшой высоте над уровнем воды. 
Дано: р = 750 кг/м 3 , р в = 1000 кг/м 3 ; 1/1 0 — ? 

Решение. Так как палочка закреплена шарнирно, она может совершать 
только вращательное движение (рис. 7.12). Условием ее равновесия будет равен¬ 
ство нулю суммы моментов всех действующих сил относительно оси, проходящей 
через шарнир (гл. 6). Пусть /о — длина палочки, / — длина погруженной ча¬ 
сти, а — угол, образуемый палочкой с горизонтальной осью при равновесии. 
Запишем условие равновесия: 

РДІо/2) с 08 а - Р выт (1о - //2) сое а = 0, 
где 

і 

Р т = тд = рѴд = р1 0 5д, Т вьіт = РвІЗд, 

Имеем 


рЧ/2-р в 1(1о-1/2) = 0, 
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рі о/2 — Рвііо + Рв/ 2 /2 = О, 
и разделив на іЦ 2, получим 

р-2р в (1/І о ) + р в (1/Іо) 2 = 0. 

Решим это уравнение относительно ///о: 

1 _ р ± Ѵрі ~ рр* 

Іо Рв ’ 

----- (І/Іо) 1, 2 = 1 ±0,5. 

Поскольку отношение должно быть меньше 1, выберем 

І/ІО = 1/2. 

Если шарнир расположен так, что в воду не может быть погружена половина 
палочки, то палочка будет висеть вертикально. 

Задача 2. Какую силу давления испытывает боковая стенка сосуда длиной 2 м, 
если ее угол наклона а = 30°, а высота столба Воды в сосуде 10 м (рис. 7.13)? 

Дано: Р атм « 10 5 Па, / = 2м, к = 10м, а = 30°, р = 10 3 кг/м 3 ; Р — ? 
Решение. Давление изменяется с высотой по линейному закону Р = Р атм + 
+рдк, поэтому для определения силы давления на стенку возьмем среднее да¬ 
вление 

Рср — Р&ти +рдЬ/ 2. 

Сила давления на стенку сосуда 

Р = РсрЗ = (Р&ти + рдН/2)1Н/ сова, 

откуда 

[Я] = [Н/м 2 + (кг/м) 3 (м/с 2 )м]м 2 = Н, 

Р=6-10 6 Н. 

Если перевернуть сосуд, то сила давления на стенку по величине не изменится, 
если высота воды останется прежней, т. е. сила Р также будет равна 

Р = (Р&ти + РрЛ/2)//і/ сов а. 

Обратим внимание на то, что направление силы давления всегда перпендику¬ 
лярно стенке и в первом случае жидкость будет “давить” на стенки, а во втором 
их “поддерживать”. 

Задача 3. В сообщающихся сосудах разных диаметров находится ртуть (рис. 
7.14). После того как в более узкий сосуд налили столб масла высотой 60 см, 
уровень ртути в широком сосуде повысился относительно первоначального по¬ 
ложения АА! на 0,7 см. 

Определить отношение диаметров сообщающихся сосудов, если плотность ма¬ 
сла р и равна 800 кг/м 3 , а плотность ртути р рт равна 1,36 • 10 4 кг/м 3 . Считать 
д = 10м/с 2 . 

Дино: р м = 8 • ІО 2 кг/м 3 , р рт = 1,36 • 10 4 кг/м 3 , Я = 7 • 10 -З м, Н 0 = 0,6 м; 

И/сІ — ? 

Решение. Из закона Паскаля следует, что однородная жидкость в сообща¬ 
ющихся сосудах устанавливается таким образом, что давления во всех точках, 
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расположенных на одном и том же горизонтальном уровне, одинаковы. Если 
в одно из колен сосуда налита несмешивающаяся с первой жидкость другой 
плотности, то высоты столбов жидкости в сосудах будут различны. При этом 
давление на границу двух жидкостей в первом колене и давление жидкости во 
втором колене на том же горизонтальном уровне должны быть равны. 

В узком сосуде уровень ртути понизился на Л, а в широком сосуде повысился 
на Я. Запишем условие равенства давлений для уровня В В': 

Рикод = Ррт(Л + Я)у, 

откуда легко получить 

к Н — р и ко/Рр г , 

Л + Я = 3,5 • 10 - 2 м, Л = 2 ,8 • 10 - 2 м. 

Жидкость несжимаема, объем ртути, вытесненной из узкого сосуда, равен объ¬ 
ему ртути, вошедшему в широкий сосуд, т. е. 

ккЛ 2 /А = ЯтЯ 2 /4, или Ы 2 = Я Я 2 . 

Отношение диаметров сосудов 

О/А = у/к/Н » 2. 

Задача 4. Вес однородного тела в воде в три раза меньше, чем в воздухе. Чему 
равна плотность тела, если плотность воды р в = ІО 3 кг/м 3 ? 

Дано: Рі = ЗРг, р в = 1000 кг/м 3 ; р т — ? 

Решение. Определим вес тела его давлением на опору. В воздухе на тело 
действуют две силы (рис. 7.15,а): сила тяжести Г т = т% и сила реакции опо¬ 
ры N 1 = —Р! (выталкивающей силой в воздухе можно пренебречь). Запишем 
условие равновесия тела: 

N 1 + те = 0. 

Уравнение в проекции на ось у имеет вид 

N 1 - тд = 0, 

Р\ = N 1 = тд = р Т Ѵд, 


где V — объем тела. 
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Рис. 7.15. 




Рис. 7.16. 


В воде на тело действуют три силы: сила тяжести Г х = т§, сила реакции 
опоры N 2 = —Рг и выталкивающая сила Е выт . Условие равновесия тела в воде: 

N2 + те + г ВЫТ — О- 

Уравнение в проекции на ось у имеет вид 

N 2 + Р В ыт - тд = О, 


откуда 

Кыт = тд - N 2 = Ру - Р 2 = Ру - Рі/3 = (2/3)Рі = (2/3 )р Т Ѵд. 

Так как Р ВЬ1Т = р в Ѵд, то р Т = (3/2 )р в , р г = 1500кг/м 3 . 

Задача 5. Пустотелый медный шар весит в воздухе Рі = 17,8 Н, а в воде 
Рг = 14,2 Н. Определить объем полости Ѵ ПО л, если плотность меди р меди = 
= 8,9- 10 3 кг/м 3 . 

Дано: Ру = 17,8 Н, Р 2 = 14,2 Н, р и = 8,9-10 3 кг/м 3 , р в = 10 3 кг/м 3 ; Ѵ„ ол — ? 
Решение. В воздухе на шар действуют две силы (рис. 7'.16,а): сила тяжести 
Р т = т[г и сила реакции опоры N 1 — — Рі. Запишем условие равновесия: 

N 1 + т§ = 0. 

Это уравнение в проекции на ось у 

N і - тд = 0, ІѴі = тд — р ы Ѵ и д, 
где Ѵ м = Ру/ р м д — объем стенок. 
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Рис. 7.17. 


В воде на шар действуют три силы: сила тяжести Г т = т§, сила реакции 
опоры N 2 = —Рг и выталкивающая сила Г выт (рис. 7.16,5). Условие равновесия 
в этом случае есть 

N 2 + + Гвыт = 0. 

Это уравнение в проекции на ось у имеет вид 

У 2 -Г выт тд = 0, где У В ы Т — р в ( Іпол Ѵм )э- 


Тогда 

Рвыт = т 9 ~ N 2 — Р\ Р 2 = Рв(1^пол Т Ѵи)9 РвС^пол Н" Р\/РиЯ^Я і 

откуда 


Рпол — 


Рі-Р 2 


[Ѵ) = 


Рв9 Ри9 

КГ • М 


= М 3 , 


с 2 • (кг/м 3 )(м/с 2 ) 

_ / 17,8-14,2 17,8 Уз,, д 1П 

пол V Ю 3 -Ю 8,9 • 10 3 • 10/ М 


- 4 м 3 . 


Задача 6. Бревно высотой к и площадью поперечного сечениия 5 погружа¬ 
ют в воду в вертикальном положении. Определить работу, которую совершила 
выталкивающая сила при полном погружении бревна (рис. 7.17,а). 

Дано: 5, к, р в \ А — ? 

Решение. Выталкивающая сила равна 

Р выт = Рві] У X , 

где х — глубина погружения бревна. Величина х изменяется от 0 до Л и, со¬ 
ответственно, выталкивающая сила, действующая на бревно, изменится от 0 до 
величины Твыт шах = РвЭ^к. На рис. 7.17,5 изображена зависимость величины 
выталкивающей силы от глубины погружения. Работа этой силы равна площади 
заштрихованного треугольника и определяется выражением 

А = ~Рвытта.х^/“^ = ~Рв$к? д/“I. 
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Знак минус берется потому, что выталкивающая сила направлена в сторону, 
противоположную перемещению. В случае подъема бревна выталкивающая сила 
совершает положительную работу. 

Задача 7. В сосуде с жидкостью ко дну на нити длиной I прикреплен шарик 
массой т, радиусом г ш . Сосуд начинают вращать с угловой скоростью и/. Опре¬ 
делить угол между нитью и осью вращения (рис. 7.18). Плотность жидкости 
Рж- 

Дано: т, г, и, р ж ;а—? 

Решение. На шарик действует три силы: сила натяжения Т, сила тяжести 
Г т и выталкивающая сила Г вых . Основной закон динамики для шарика имеет 
вид 

та = Г Т + Гвыт + Т. 

Шарик движется с постоянной по величине скоростью. Нормальное ускорение 
дается формулой а„ = шг, где г — радиус окружности, по которой движется 
шарик: 

г = I зіп а. 


Тогда а„ = и 2 /зіп а. Запишем уравнение в проекциях на оси координат: 
на ось х та„ = Т зіп а, 

на ось у Рвыт — Т соз а — Р г = 0. 

Исключив Т, получим 

нш п /(Г в ЫТ Р т ) — і&а. 

Выразив Г выт и Р т через данные задачи Г выт = р ж дѴ, Г х = тд, имеем 

то; 2 / зіп а 


Итак, 


соз а = 


(р ж Ѵ - т)д 
(рж4яТщ/3 — т)д 


а = агссоз 


ты 2 І 

(/>ж4ят 2 /3- т)д 
ты 2 1 


Задача 8. В сосуд, наполненный смесью жидкостей, плотность которой изме¬ 
няется с глубиной по закону р = ро 4- ак, опускают тело плотностью р. Тело 
целиком погружается в жидкость. На какой глубине окажется тело (положе¬ 
ние центра тяжести), если оно имеет форму куба? При погружении грань куба 
параллельна поверхности жидкости. 

Дано: р = ро + ай, р\ й 0 — ? 

Решение. На тело (рис. 7.19) действуют две силы: сила тяжести Г т = и 
выталкивающая сила Г ВЬІТ . Условие равновесия тела запишется в виде 

Г В ыт + Г т = 0. (7-5) 

Чтобы вычислить выталкивающую силу, определим плотности жидкости на 
уровне верхней 1 и нижней 2 граней куба, считая длину куба равной а: 

Рі = ро + а(й 0 - а/2) и р 2 = ро + а(й 0 + а/2), 
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Рис. 7.20. 


тогда среднее значение плотности жидкости 

Рср = (1/2)(рі + рг) = Ро 4- а/» 0 . 
Выталкивающая сила, действующая на куб, равна 

• ^выт = РсрѴд = (р 0 + «Ло)а 3 р. 

Подставляя (7.6) в (7.5), получим 

ра 3 д = (ро + ак 0 )а 3 д, 


откуда 


Ло = (р - Ро)/а- 


(7.6) 


Задачи для самостоятельного решения 

Задача 1 . Определить натяжение нити, связывающей два шарика объемом 10 м 3 , 
если верхний шарик плавает, наполовину погрузившись в воду. Нижний шарик 
в три раза тяжелее верхнего (рис. 7.20) 

Ответ: Г = 1, 2 • ІО -2 Н. 

Задача 2. Два шарика радиусами гі и г 2 сделаны из материала плотностью рі 
и Р: и соединены невесомым стержнем длиной /. Затем вся система помещена в 
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жидкость плотностью р (р < рі и р < рз). В какой точке стержня нужно при¬ 
крепить подвес, чтобы вся система находилась в равновесии при горизонтальном 
положении стержня? 

Ответ: 

Х= 1 _ Р-Р* _ 

(р - Рэ) + (р- Рі)(п/г 2 ) 3 

от шара плотностью р\. 

Задача 3. В сообщающиеся сосуды диаметрами Г>і и Л 2 налита вода. Как из¬ 
менится уровень воды в сосудах, если положить кусок дерева массой т в первый 
сосуд? Во второй сосуд? Плотность воды рв. 

Ответ: 

А1 _ т 

“ (»/4)(Д? + ЯІ)Р. ' 

Задача 4. В сосуд с водой опущена трубка сечением 5 = 2 см 2 . В трубку налито 
72 г масла (р М1С л4 = 900 кг/м ). Найти разность уровней масла и воды. 

Ответ: АН = 4 см. 

Задача 5. При подъеме груза массой т = 2000 кг с помощью гидравлического 
пресса затрачена работа А = 40 Дж. При этом малый поршень сделал п = 10 
ходов, перемещаясь за один ход на /» = 10 см. Во сколько раз площадь большого 
поршня больше площади малого? 

Ответ: 5 2 /$і = пктпд/А = 500 раз. 

Задача 6. Гидравлический пресс, заполненный водой, имеет поршни сечений 
100 и 10см 3 . На больший поршень помешен груз массой 80 кг. На какую высоту 
поднимается после этого малый поршень? 

Ответ: Н = 7,27 см. 

Задача 7. Из воды с глубины 7 м кран поднимает чугунную плиту массой 1400 
кг. Найти совершенную работу, если плита была поднята на высоту 5 м над 
водой. Плотность чугуна 700кг/м 3 . Считать д = 10м/с 2 . 

Ответ: 1,54 • 10 5 Дж. 

Задача 8. Кастрюля емкостью 2 л доверху наполнена водой. В нее ставят ка¬ 
стрюлю объемом 1,5 л и массой 0,6 кг. Сколько воды вытечет из большой кастрю- 


Ответ: 0,5 кг. Маленькая кастрюля станет на дно большой. 


Задача 9. Деревянный кубик лежит на дне сосуда. Всплывет ли он, если в сосуд 
налить воду? (Вода не проникает под кубик.) 

Ответ: Нет, так как на него не действует выталкивающая сила. 


Задача 10. Полый шар (внешний радиус Яі , внутренний Д 2 ), сделанный из ма¬ 
териала плотностью р і, плавает на поверхности жидкости плотностью р 2 . Какова 
должна быть плотность р вещества, которым следует заполнить внутреннюю по¬ 
лость шара, чтобы он находился в безразличном равновесии внутри жидкости? 
Ответ: Р = [Д?(рз - Рі) + Л 2 рі](1/Д 2 ). 

Задача 11. Вес тела в воде в четыре раза меньше, чем в воздухе. Какова его 
плотность? 

Ответ: 1,33 • 10 3 кг/м 3 . 


Задача 12. На границе раздела двух жидкостей плотностью р\ и р 2 плавает шай¬ 
ба плотности р (рі < р < р 2 ). Высота шайбы Н. Определить глубину ее погруже¬ 
ния во вторую жидкость (рис. 7.21). 

Ответ: х = к(р - рі )/(р 2 - Рі ). 





Глава 7. Гидромеханика 


139 



Рис. 7.21. 


Задача 13. Один конец нити закреплен на дне, а второй прикреплен к пробко¬ 
вому поплавку. При этом 0,75 всего объема поплавка погружено в воду. Опреде¬ 
лить силу натяжения нити, если масса поплавка равна 2 кг и плотность пробки 
250 кг/м 3 . Массой нити пренебречь. 

Ответ: 39,2 Н. 

Задача 14. Канал шириной 10 м и глубиной 5 м наполнен водой и перегоро¬ 
жен плотиной. С какой средней силой вода давит на плотину? Одинаковое ли 
давление производит вода на верхнюю и нижнюю часть плотины? 

Ответ: 1,23 • 10 6 'Н; нет. 

Задача 15. Шарик всплывает с постоянной скоростью в жидкости, плотность 
которой в 4 раза больше плотности материала шарика. Определить силу сопро¬ 
тивления жидкости при движении в ней шарика, считая ее постоянной. Масса 
шарика 10 г. 

Ответ: 0,29 Н. 

Задача 16. В цилиндрический сосуд налиты ртуть и поверх ртути масло. Вес 
масла в 2 раза меньше веса ртути. Сосуд заполнен до высоты 30 см. Определить 
давление на дно сосуда, если плотность ртути 1,36 • ІО 4 кг/м 3 , а плотность масла 
900 кг/м 3 . 

Ответ: 7 кПа. 

Задача 17. С какой скоростью вытекает вода из отверстия в дне бака, напол¬ 
ненного до высоты 4,6 м? Вязкость не учитывать. 

Ответ: 9,6 м/с. 

Задача 18. Скорость ветра над крышей дома 25 м/с. Какая сила действует на 
крышу площадью 250 м 2 ? 

Ответ: 10 5 Н. 









Молекулярная физика 
и термодинамика 


Глава 8 

Газовые законы 


Все тела состоят из молекул. Молекулярная физика, изучая поведение молекул, 
объясняет состояние системы и процессы, протекающие в системе. Молекулы 
находятся в непрерывном движении. Хаотическое движение молекул обычно 
называется тепловым движением. Интенсивность теплового движения возра¬ 
стает с увеличением температуры. 

Молекулы взаимодействуют друг с другом. Между ними действуют силы 
притяжения и силы отталкивания, которые быстро убывают при увеличении 
расстояний между молекулами. Силы отталкивания действуют только на очень 
малых расстояниях. Практически поведение вещества и его агрегатное состо¬ 
яние определяются тем, что является доминирующим: силы притяжения или 
хаотическое тепловое движение. В твердых телах, где концентрация молекул п 
(п — число молекул в единице объема) относительно велика, доминируют силы 
взаимодействия и твердое тело сохраняет свои размеры и форму. Жидкости, где 
концентрация меньше, а, следовательно, меньше силы взаимодействия, сохраня¬ 
ют свой объем, но принимают форму сосуда, в котором они находятся. В газах, 
где концентрация молекул еще меньше, силы взаимодействия малы, поэтому газ 
занимает весь предоставленный ему объем. 

На рис. 8.1 приведен график зависимости потенциальной энергии взаимодей¬ 
ствия двух молекул от расстояния между ними. Пусть в точке г = 0 находится 
молекула и вторая молекула приближается к ней из бесконечности. 

Напомним, что АЕ П = ~А Ю = -^Дг, откуда Е ю = —АЕ„/Аг. 

При г > го сила притяжения больше, чем сила отталкивания: АЕ„/Аг > 0. 
При г = го ^отт — і^пр, потенциальная энергия минимальна, суммарная сила, 
действующая на молекулы, равна нулю. При г < г 0 сила отталкивания ста¬ 
новится больше силы притяжения: Е ОТТ > Е„ р (АЕ п Аг < 0). При значениях 
г ~ А потенциальная энергия стремится к бесконечности. Это означает, что 
сила отталкивания также стремится к бесконечности, т. е. две молекулы не 
могут приблизиться друг к другу на расстояние меньше, чем Л. Это позволило 
рассматривать молекулы как два упругих шарика диаметрами Л, так как сі — 
минимальное расстояние между их центрами. Взаимодействие молекул рассма¬ 
тривается по законам абсолютно упругого удара (модель реального взаимодей¬ 
ствия). 
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Силы, действующие между молекулами газа, малы и поэтому часто ими мож¬ 
но пренебречь. Кроме того, можно пренебречь объемом, который занимают мо¬ 
лекулы. Газ, для которого это справедливо, называется идеальным газом. Любой 
газ при давлениях, меньших 10 атм, можно рассматривать как идеальный. Газ 
характеризуется тремя параметрами: объемом V, давлением Р и температу¬ 
рой Т. Температура может быть измерена по разным температурным шкалам. 
Абсолютная температура связана с температурой по шкале Цельсия соотно¬ 
шением: Т — 1° С + 273°С, изменение температуры по шкале Кельвина равно 
изменениию температуры по шкале Цельсия: ДСС = АТ. 

Если значения температуры и давления в различных точках объема разные, 
то температура и давление являются функциями координат, т. е. Т(х, у, г), 
Р(х,у,г). В этом случае газ (система) находится в неравновесном состоянии 
и мы не можем назвать значения давления и температуры, определяющие со¬ 
стояние системы. Если систему, находящуюся в неравновесном состоянии, пре¬ 
доставить самой себе, то температура и давление постепенно выравниваются, 
система приходит в равновесное состояние. Равновесное состояние — это со¬ 
стояние, при котором температура и давление во всех точках объема одинаковы. 
Состояниие газа может быть определено, если он находится в равновесном со¬ 
стоянии. 

На графиках зависимости Р —Ѵ,Т—Ѵ и Р — Т мы можем изображать толь¬ 
ко такие процессы, при которых каждое промежуточное состояниие является 
равновесным. Такие процессы называются обратимыми. Экспериментально ис¬ 
следовались процессы, при которых один из трех параметров и масса газа оста¬ 
вались неизменными. Эти законы называются газовыми законами , и если газ 
подчиняется газовым законам, его можно считать идеальным (еще одно опре¬ 
деление идеального газа). 

1.Закон Бойля — Мариотта. Для данной массы газа при постоянной тем¬ 
пературе произведение давления на объем остается величиной постоянной: 

РѴ = СОП8І. (8.1) 

Зависимость давления от объема изображена на рис. 8.2. 

Процессы, происходящие при постоянной температуре, называются изотер¬ 
мическими, а кривые, изображающие процессы при Т = сопзі, называются изо¬ 
термами. Поскольку Р = С/Ѵ ( С = сопзі), изотермы являются гиперболами. 

2. Закон Гей-Люссака. Для данной массы газа при постоянном давлении 
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объем изменяется при увеличении температуры по линейному закону: 

Ѵ = Ѵ 0 (1 + аі°С), (8.2) 

где а — 1/273°С. Подставив а в (8.2), получим 

Ѵо(273°С + <°С) 

273°С 

Введем абсолютную температуру Т = 273°С + <°С, откуда 

V Ѵ 0 

— = —— = СОП8І. 

Т 273°С 

Закон Гей-Люссака можно сформулировать следующим образом: отношение объ¬ 
ема к абсолютной температуре для данной массы газа при постоянном давлении 
остается постоянным. Процессы, происходящие при постоянном давлении, на¬ 
зываются изобарными , а кривые, изображающие изобарный процесс, изобарами. 
На рис. 8.3 показаны две изобары при различных давлениях Р\ < Р? (очевидно, 
что при данной температуре, чем больше объем, тем меньше давление). Около 
точки 1° —+ —273° С (Т -+ 0) зависимости изображены пунктирными линиями. 
Это понятно, так как при низких температурах газ превращается в жидкость и 
законы, найденные экспериментально для газа, не работают. Продолжив экспе¬ 
риментальные зависимости Ѵ(і° С) до пересечения с осью абсцисс, найдем, что 
они пересекаются в одной точке Т = 0. 

3. Закон Шарля. Для постоянной массы газа при постоянном объеме отно¬ 
шение давления газа к его температуре остается постоянным: 

Р/Т = соп8І при т = сопві, V = сопзі. 

Процессы, происходящие при постоянном объеме, называются изохорными, и 
кривые их изображающие — изохорами. 

На рис. 8.4 изображены изохорные процессы при разных значениях объема. 
Зависимости вблизи абсолютного нуля изображены так же, как и при изобарных 
процессах, пунктирными линиями. Указанные три закона устанавливают связь 
двух из трех параметров газа. 

Уравнение, устанавливающее связь всех трех параметров при постоянной 
массе газа, называется объединенным газовым законом. 

Пусть система, находящаяся в состоянии 1 (рис. 8.5), характеризующемся 
параметрами Р\,Ѵ\,Т\, перешла в состояние 2, характеризующееся параметрами 
Рг, ,72• Переведем систему из состояния 1 в 2 следующим образом: сначала 
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газ изотермически расширяется до объема Ѵг (кривая 1 —> 1'), а затем изохорно 
нагревается до температуры Т 2 (отрезок 1' —► 2). Итак, промежуточное состоя¬ 
ние газа 1' характеризуется параметрами Р', Ѵъ,Т\. 

При изотермическом расширении справедливо выражение 

РіѴі = Р'Ѵъ (8.3) 

(закон Бойля — Мариотта). При изохорном нагревании 


(закон Шарля), 
получим 



Выразив Р' из (8.3) и (8.4) и приравняв выражения для Р', 

РіѴ і РіѴі 

Ту Г 2 ’ 


т. е. при тп = соп8І 


РѴ/Т = соп8І. (8-5) 

Уравнение Клапейрона — Менделеева, или уравнение состояния идеального га¬ 
за, связывает термодинамические параметры и массу газа. 

Моль равен количеству вещества, содержащему столько же молекул, сколь¬ 
ко их содержит 0,012 кг углерода (С 12 ). В одном моле любого вещества число 
молекул равно числу Авогадро 


N А = б, 022 • 10 23 моль 


Масса моля М равна произведению массы одной молекулы то на число Авогадро 

ЛГд: 


М = тоN А . 


Известно, что 1 моль любого газа при нормальных условиях (Ро = 1 атм = 
= 1,013 • 10 5 Па и 1° = 0°С или То = 273 К) занимает объем Ѵо = 22,4 л. Для 
одного моля можно записать уравнение (8.5): 


РУ 

Т 


РоѴо 

То 


= СОП8І. 


Величина К = РоѴо/То называется универсальной (одинаковой для всех газов) 
газовой постоянной: 

1 атм ■ 22,4 л 

Я = --- - = 0,082атм • л/(моль • К) = 8,31 Дж/(моль ■ К). 

1 моль • / 1 О ГѴ 
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Итак, РѴ/Т = Н, или РѴ = НТ. Если в объеме V содержится ш/М молей, то 

РѴ = ( т/М)НТ (8.6) 

— уравнение Клапейрона — Менделеева. Все выше перечисленные газовые зако¬ 
ны являются частным случаем уравнения Клапейрона — Менделеева. Газовая 
постоянная Л связана с числом Авогадро и постоянной Больцмана к: 

П = кП А , 

где к = 1,38 • ІО 23 Дж/К. Подставив это выражение в (8.6), получим РѴ = ИкТ, 
где N — число молекул газа. Величина по = И/Ѵ называется концентрацией 
молекул. Таким образом, 

Р = п 0 кТ. (8.7) 

Уравнения (8.6) и (8.7) называются уравнениями состояния идеального газа. 

Если в сосуде объемом V находится смесь газов, то давление смеси определя¬ 
ется законом Дальтона: давление смеси газов равно сумме парциальных давле¬ 
ний: Р = Р\ + Лг + Лз— Парциальное давление — это давление компоненты 
смеси, если бы она занимала весь объем, т. е. 

_ т, НТ 

‘ ~ Мі V ’ 

где гпі и Мі — масса и масса моля і-й компоненты смеси соответственно. Итак, 
если в сосуде находится смесь газов, состоящая из п компонентов, то 

П П 

Р = ^ = (ЯТ/У)^ 2 т { /М ( . 

«=і і=і 

Так как гпі/Ѵ = рі — плотность й компоненты, 

Р = ЯТ^>/М,-. 

і=1 

Атмосферное давление также определяется суммой парциальных давлений ком¬ 
понентов, из которых состоит воздух: кислорода, углекислого газа, азота, паров 
воды: 

р _ ( т і т 2 т з т п \ НТ _ т НТ 

" \Мі М 2 + Мз + "' + М а ) V ~ А/зфф К ’ 

где ті , Ш 2 , тз,..., т„ и Мі , М 2 , М 3 ,М„ — массы и массы молей кислорода, 
углекислого газа, азота и паров воды в объеме V, М^фф — эффективная масса 
моля воздуха, М^фф = 0,029 кг/моль. 

Примеры решения задач 

Задача 1. В пробирке длиной / = 10 см, расположенной вертикально, над воз¬ 
духом находится столбик ртути высотой Л = 3 см. Пробирку переворачивают 
вверх дном. Определить, какой высоты столбик ртути останется в пробирке. 
Принять Р атм = 1,013 • 10 5 Па, плотность ртути р = 13,6-10 3 кг/м 3 . 

Дано: 1 = 10см(0,1м), Н = 3см(0,03м), Р ЯТЫ = 1,013 ІО 5 Па, р = 

= 13,6- 10 3 кг/см 3 ; х — ? 
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Решение. Если перевернуть пробирку (рис. 8.6), то воздух, заключенный в 
ней под столбиком ртути, расширится. Температура воздуха не изменится, т. е. 
процесс расширения происходит изотермически: 

РіѴі = Р 2 Ѵ 3 . (8.8) 

Давление воздуха Р\ равно сумме гидростатического давления столбика рту¬ 
ти и атмосферного давления: 

Р\ — Р а ТМ + рдк. . , 

Объем, занимаемый воздухом до опрокидывания, Ѵі = ( 1—Н)5 , где 5 — площадь 
поперечного сечения пробирки. 

Когда пробирку перевернули, то атмосферное давление уравновешивается да¬ 
влением воздуха Р 2 и давлением оставшегося столбика ртути х: 

Ратм = Ръ + рдх, 

откуда 

Р 2 — Рати Р9Х. 

Объем воздуха в этом случае равен 


Ѵ 2 = (1- х)5. 

Подставив найденные выражения в (8.8), получим 

(Рати + рдЬ)(1 - Л) = (Р ати - рдх){1 - х), 

рдх 2 - х(рдІ + Рати) + Рати/ ~ (Рати + Р</Л)(/ - Л) = 0. (8.8а) 

Для удобства расчетов обозначим рді + Р лты = А, Р лты 1 — (Р ат ы + рдЪ)(1 — Л) = В. 
Тогда решение уравнения имеет вид 

_ А ± у/А 3 — АрдВ 


Подставив численные значения, найдем А — 1,15 • 10 5 Па, В = 2,78 • 10 3 Па м, 
рд = 1,33 • 10 5 Па/м. Физический смысл имеет только один из корней уравнения 

А - УД 2 - АрдВ 
Х 2рд 

численно равный х = 0,026 м. 

Второй корень имеет значение больше /, что невозможно. Заметим, что в 
задачах этого типа для простоты расчетов удобно пользоваться тем, что атмо¬ 
сферное давление определяется по формуле 


Рати = рдЪ 0. Ло = 76 мм рт. СТ. 
Подставив Рати в (8.8а), получим 

(Ло + Л)(/ - Л) = (Ло -*)(/- х). 
Выразив Ло, Л, / в сантиметрах, имеем 

76(10 — 3) = (76 — х)(10 — х), 


откуда 


х = 2,6 см. 
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Задача 2. Нагревается или охлаждается газ при переходе из состояния 1 в 
состояние 2 (рис. 8.7)? т = сопзі. 

Решение. Изобразим на диаграмме Р — V графики зависимости Р(Ѵ) при 
изотермическом расширении газа. Изотерма, проходящая через точку 2, опреде¬ 
ляющую состояние 2, выше изотермы, проходящей через точку 1, определяющую 
состояние 1, следовательно, Т 2 > Гі. Газ нагревается. 

Задача 3. Нагревается или охлаждается газ, если процесс его расширения про¬ 
исходит по закону ГК" = сопзі? Масса газа постоянна. Рассмотреть два случая: 
1) п < 1, 2) п > 1. 

Дано: РѴ п = сопзі — Ь, т = сопзі; Т\/Т г — ? 

Решение. Подставив в уравнение Клапейрона — Менделеева Р = Ь/Ѵ п , по¬ 
лучим: 

~Ѵ = ( т/М)КТ ; Ь/Ѵ п “ г = ( т/М)НТ. 

Выразим температуру из последнего уравнения: 

Т = ЬМ/тКѴ п ~ 1 . 


Отсюда ясно, что, если п < 1, то при расширении газа температура увеличива¬ 
ется, если же п > 1, то при расширении газа температура уменьшается. Итак, в 
первом случае газ нагревается (Ті/Гг < 1), во втором охлаждается (Гі/Гг > 1). 
Эту задачу, так же как и задачу 2, можно было решить графически. 

Задача 4. При нагревании газа при постоянном объеме на 1 К давление уве¬ 
личилось на 0,2%. Какова начальная температура газа? 

Дано: АТ = 1 К, (Р 2 - Рі)/Рі = 0,002; Г — ? 

Решение. Газ нагревается при постоянном объеме — процесс изохорный. 
По закону Шарля р р 

где Г 2 = Т\ + АТ. Из условия задачи следует, что Р 2 = Рі • 1,002, т. е. 

Рі Л-1,002 

Гі т, + дг ’ 


откуда Т\ — АТ /0,002 = 500 К. 
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Задача 5. Давление воздуха внутри бутылки, закрытой пробкой, равно 0,1 
МПа при температуре (° = 7°С. На сколько градусов нужно нагреть воздух 
в бутылке, чтобы пробка вылетела? Без нагревания пробку можно вынуть, при¬ 
кладывая к ней силу 30 Н. Сечение пробки 2 см 2 . 

Дано: 5 = 2 см 2 (210" 4 м 2 ), Р = 30 Н, <і = 7°С (280 К), Р 0 = 0,1 МПа(10 5 Па); 
АТ — ? 

Решение. Чтобы пробка вылетела из бутылки, необходимо, чтобы давление 
воздуха в бутылке равнялось 

Р.= Р/5. 

При нагревании объем не изменяется. По закону Шарля 

Ро/Тг = Р/Т 2 , 


откуда 


следовательно, 


Т 2 = РТх/Ро, 

АТ = Т 2 - Ті = Ті(Р/Ро5 - 1), 

30 


АТ 


= а80 ( 2-іД-ю» - 1 ) к = 


140 К. 


Задача 6. Два сосуда емкостью 300 см 3 разделены на две части объемами Ѵ\ = 
= 100 см 3 , Ѵ 2 — 200 см 3 подвижным поршнем, не проводящим тепло. Начальная 
температура газа в сосудах То = 300 К, а его давление Ро = 1,01 • 10 5 Па. Затем 
меньший сосуд охладили до 273 К, а больший нагрели до 373 К. Какое давление 
установится в сосудах? 

Дано: Ро = 1,01 ■ ІО 5 Па, Т 0 = 300 К, Ѵі = 100 см 3 (10“ 4 м 3 ), 7\ = 273 К, 

Ѵ 2 = 200 см 3 (2 • ІО" 4 м 3 ), Т 2 = 373 К; Р — ? 

Решение. При изменении температуры изменяется давление газа, поршень 
перемещается до тех пор, пока давление с двух сторон поршня не станет одина¬ 
ковым. Для газа в объеме Ѵі запишем уравнение Клапейрона: 

Р 0 Ѵі РѴ{‘ 


Для газа в объеме Ѵ 2 имеем 


РеѴі 


Ті 


РѴІ 


(8.9) 


( 8 . 10 ) 


То Т 2 

При этом общий объем сосуда не изменился: 

Ѵ( + ѴІ = Ѵі + Ѵ 2 . (8.11) 

Система уравнений (8.9)—(8.11) — это система алгебраических уравнений отно¬ 
сительно неизвестных: Ѵ{ , и Р. Из (8.9) и (8.10) имеем 


Ѵ{ = 


ТіРрѴі 

РТо 


ѵі = 


Т 2 Р 0 Ѵ 2 
РТо ' 


( 8 . 12 ) 


Подставив эти выражения в (8.11), получим 


Т\Ѵ\Ро Т 2 Р 0 Ѵ 2 

+ „гг, = Ѵі + Ѵ 2 , 


РТо 


РТо 













I 
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откуда 

„ = Ро(ѴіТі + Ѵ 2 Т 2 ) 

(Ѵі + Ѵ 2 )Т 0 ' 

г , _ (Н/м 2 )(м 3 • К + м 3 • К) _ 

(м 3 + м 3 )К м 2 

Р = 1,15 • 10 5 Па. 


Задача 7. В баллоне емкостью ПО л помещено гтц = 0,8 г водорода Но и 
гп 2 = 1,6 г кислорода Ог- Определить давление смеси на стенки сосуда, если 
температура окружающей среды і = 27°С. 

Дано: V = 110л (1,1 • 10 _1 м 3 ), тпі = 0,8г, тп 2 = 1,6г. Молярные массы 

водорода М\ = 0,002 кг/моль, кислорода М 2 = 0,032 кг/моль, 1° = 27°С, ( Т = 
300 К); Р —? 

Решение. Согласно закону Дальтона, давление смеси равно сумме парциаль¬ 
ных давлений: 

Р = Рі + Р 2 , 

где Рі — парциальное давление водорода, равное 


Рі 


глі КТ 


Р 2 — парциальное давление кислорода, равное 


Тогда 



тп 2 КТ 
2 М 2 V ' 


Р = 


[Р] = 


КТ 

V 


( ті_ т 2 \ 

ѴМ! М 2 ) ’ 
ж • К / кг кг 

> К м 3 \кг/моль кг/моль 


И-" 


Задача 8. По газопроводу течет углекислый газ при давлении Р = 50Н/см 2 
и температуре 1° = 17°С. Какова скорость ѵ движения газа по трубе, если за 
т — 5 мин через площадь поперечного сечения 5 = 6 см 2 протекает ш = 2,5 кг 
углекислого газа? 

Дано: Р = 50 Н/см 2 (5 • ІО 5 Н/м 2 ), г = 5 мин (300 с), 1° = 17°С, Т = 290 К, 

5 = 6 см 2 (6 • 10 -4 м 2 ), тп = 2,5 кг; ѵ — ? 

Решение. Объем, занимаемый газом при данных температуре и давлении, 
можно определить из уравнения Клапейрона — Менделеева: 

РѴ = ( тп/М)КТ , 

молярная масса углекислого газа СОг М = 0,044 кг/моль: 

тРГ 
МР ‘ 
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Рис. 8.8. 


Этот объем газа проходит через сечение 5 за время г, следовательно 

V = ѵ5т, 

откуда 

V тКТ 
Ѵ ~ 5т~ МР5т ’ 

2,5 8,31 -290 м_ 1ео 

Ѵ 0,044 - 5 - ІО 5 - 6 • 10- 4 300 с ’ 

Проверим размерность полученного результата: 

г , кг • (Дж/моль • К) • К _ м 
(кг/моль) • (Н/м 2 )м 2 - с с 

Задача 9. Сосуд разделен пополам полунепроницаемой перегородкой (рис. 8.8), 
пропускающей водород и не пропускающей кислород. В правую половину сосуда 
впускает 36 г кислорода и 4 г водорода. Объем сосуда 20 л, температура 27°С. 
Определить давление в левой и правой половинах сосуда, когда установится рав- 
і новесие. 

Дано: ттц = 36 г (0,036 кг), т 2 = 4 г (0,004 кг), М\ = 0,032 кг/моль, М 2 = 

= 0,002 кг/моль, V = 20 л (2 • ІО -2 м 3 ), < = 27°С (Т = 300 К); Рі — ? Р 2 — ? 

Решение. В левой половине сосуда будут находиться кислород и водород, в 
правой только водород (из условия полупроницаемости перегородки). Давление 
в левой половине сосуда, согласно закону Дальтона, равно 

Рі = Рн + Ро, 

где Рн — парциальное давление водорода, равное 

Рн = ( т 2 /М 2 )(КТ/Ѵ ), 

I - ' I 

Ро — парциальное давление кислорода, равное 

Ро = 

откуда 


(т г /М,)(ЯГ/Ѵу 2), 


Л = ('“’/*') (Й +ж), 

грі = Д жК ( КГ + кг 
моль ■ К • м 3 \ кг/моль кг/моль 


1 
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8,31-300 
2 ІО" 2 


/0,004 

Ѵ0, 002 


0.064 \ 
0,032 У 


Па = 4,96 - 10 5 Па. 


Давление в правой половине сосуда определяется только парциальным давлением 
водорода: 


р - р , = — 

2 ^ М 2 V ' 


Р 2 = 2,48 • 10 5 Па. 


Задача 10. Во сколько раз изменится подъемная сила воздушного шара, если 
наполняющий его гелий заменить водородом? Весом оболочки шара пренебречь. 
Молярная масса воздуха М = 0,029 кг/моль. 

Дано: Мн = 0,002 кг/моль, М = 0,029 кг/моль, Мц е = 0,004 кг/моль; 

Р подн/ Р под Не ? 

Решение. На шар действуют две силы: сила тяжести Г т и сила Архимеда 
Г выт . Подъемная сила равна 

Р ПОД = Р выт Рт 5 

где 

Рвыт — рР 9і 

р — плотность воздуха. 

Сила тяжести, действующая на шар, заполненный гелием: 

Не = РНеѴд, 

где рне — плотность гелия, откуда 

Р под Не = (р- РНе)Ѵд. 

Очевидно, что подъемная сила, действующая на шар, заполненный водородом, 
равна 

■РподН = (р~ Рн)Ѵд, 

где рн — плотность водорода. 

Согласно уравнению Клапейрона — Менделеева, плотность газа (воздуха, ге¬ 
лия, водорода) можно выразить в виде 

_ Л/эффР _ _ МнеР _ МнР 

р - КТ ' РНе ~ КТ ' Рн ~ НТ ' 

Откуда подъемная сила, действующая на шар, заполненный гелием: 

с, _ (Мэфф - М Не )РѴд 

* под Не — > 

а для шара, заполненного водородом: 

п (Мэфф - М н )РѴд 

“подН - дг • 

Окончательно 

Рпод н _ Мэфф - Мн Рпод н _ 0,029- 0,004 _ 25 
РподНе Мэфф-Мне’ РподНе 0,029 — 0,002 27 

•ч 

Задача 11. На дне цилиндра, заполненного воздухом, лежит полый стальной 
шарик радиусом 2 см, массой 0,5 г. До какого минимального давления надо 
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сжать газ, чтобы шарик поднялся вверх? Температура воздуха 20°С, молеку¬ 
лярная масса 0,029 кг/моль. 

Дано: г — 2 см (2 • 10- 2 м), т = 0,5 г (5 • 10" 4 кг), і° = 20°С (Г = 293 К), 

Мэфф = 0,029 кг/моль; Р — ? 

Решение. На шарик действуют две силы: сила тяжести Г т = т% и вытал¬ 
кивающая сила Г„ыт (рис. 8.9). Шарик начнет подниматься вверх, если 

Двыт > гпд. (8.13) 

Выталкивающая сила Р ВЫТ равна 


Рвыт — рѴ 9і 

где р — плотность воздуха в цилиндре, V — объем шарика, равный (4/3)7гг 3 . 

Плотность воздуха р можно определить из уравнения Клапейрона — Менде¬ 
леева: 

р = РМэфф/ДТ. (8.14) 

Подставив (8.14) в (8.13), получим 


откуда 


РМ эфф 4_з 

- 7777^ -~ 7ГГ 

КТ 3 


> тп, 


Р> 


ЪКТтп 


4Мэфф7гг 3 ’ 

Гр, _ (Дж/моль • К)К • кг _ Па 
кг/моль • м 3 


-4 


р = 


3 -8,31 -293 -5 10 
4-0,029-3,14-8-ІО" 6 


Па = 1,25 • 10 6 Па. 


Задача 12. За сколько ходов поршня с рабочим объемом V можно понизить 
давление в сосуде объемом Ѵо от атмосферного Ро до Р? « 

Дано: V, Ѵ 0 , Р 0 , Р; п — ? 

Решение. В первый момент давление в рабочем объеме поршня практически 
равно нулю. Поршень начинает двигаться вверх, открывается клапан, соединя¬ 
ется рабочий объем поршня с объемом сосуда, и газ занимает объем V + Ѵо, 
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давление понижается. Когда поршень идет вниз, рабочий объем изолирован от 
сосуда и газ удаляется из него. При первом ходе поршня газ расширяется и объ¬ 
ем его V + Ѵо, давление газа понижается до Р\ . Газ расширяется изотермически 
согласно закону Бойля — Мариотта: 

РоѴо = Рі(Ѵ 0 + V). 

\ 

Давление газа в сосуде становится равным 

Р\ = РоѴо/(Ѵо + V). 

При втором ходе давление газа становится равным Р 2 и определяется уравне¬ 
нием 

РіѴ 0 = Р 2 (Ѵ 0 + V), 

2 


* = р ‘(ѵьТ7) = Чѵ4Т7) 

вление в сосуде станов» 


Очевидно, после п ходов давление в сосуде становится равным 


Р ( Ѵо V 

°о \Ѵ+Ѵо) • 


Примем Р„ равным конечному давлению: Р„ = Р 

Р_ 

Ро 

Прологарифмировав, получим 

1 8 (Р/Ро) = п1 8 [К,/(К + Ѵо>],. 

окончательно, 

п=1&(Р/Ро)/1 & [Ѵ 0 /(Ѵ+Ѵо)\. 

Задача 13. На дне озера глубиной 20 м температура воды 7°С, на поверхности 
25°С. Атмосферное давление 10 5 Па. Пузырек воздуха, имеющий объем 1 мм 3 , 
медленно поднимается со дна. Чему равен его объем у поверхности воды? 

Дано: Л = 20м, *$ = 7°С (7\ = 280 К), = 25°С (Т 2 = 298 К), Р атм = ІО 5 Па, 

Ѵ\ — 1 мм 3 (ІО -9 м 3 ), р = 1000кг/м 3 ; Ѵ 2 — ? 

Решение. Так как масса воздуха в пузырьке неизменна, то воздух в пузырь¬ 
ке подчиняется закону Клапейрона: 

РіѴх/П = Р 2 Ѵ 2 /Т 2 , (8.15) 

где Р\,Ѵ\,Т\ — параметры воздуха в пузырьке на дне озера, Р 2 ,Ѵ 2 ,Т 2 — па¬ 
раметры на поверхности воды. На глубине Н давление воздуха в пузырьке 
Р\ = Р атм + рдН, а на поверхности воды Р 2 = Р атм . Подставляя выражения 
для Р\ и Р 2 в (8.15), получим 

(Ратм + р^Л)Г] _ Ратм ^2 


откуда 


Тх Т 2 

(Ратм +рдЬ)т 2 Ѵі 
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Окончательно 


Г, Л - [ Па + (кг/м 3 )(м/с 2 ) • м] • К • м 3 з 
КПа М - 

= <МЧ-10»-М 20) 298.10-,, = з . 10 - ѵ 
280 • ІО 5 


Задача 14. В комнате объемом 64 м 3 находится воздух при 17°С? Какая масса 
воздуха выйдет через форточку, если температура в комнате повышается до 
20° С? 

Дано: V = 64 м 3 , = 17°С (7\ = 290 К), і° 2 = 20°С (Т 2 = 293 К), М = 

= 0, 029 кг/моль, Р = ІО 5 Па; тп — ? 

Решение. По условию задачи масса воздуха изменяется, поэтому нельзя 
пользоваться газовыми законами, но можно записать уравнение Клапейрона — 
Менделеева для воздуха в комнате при разных температурах: 

РѴ = (т 1 /М)ИГ 1 , РѴ = (т 2 /М)ЯТ 2 , 


откуда 


Следовательно, 


Ші 


РѴМ __ РѴМ 
РТ\ ’ 1712 ~ КТ 2 ' 


т = т і — т 2 = 


РѴМ 


_1_ 

Т 2 


Н = 


т = 


« й 

Па • м 3 • кг/моль /1 1 \ 

Дж/моль • К \К К/ 
10 5 -64 0,029 


8,31 


\290 293У 


)■ 

= кг, 

кг = 0,79 кг. 


Задача 15. Начертите график зависимости плотности газа от температуры 
при изобарном процессе и зависимости плотности газа от давления при изо¬ 
термическом процессе, т = сопзі. 

Решение. Согласно уравнению Клапейрона — Менделеева 

РѴ = (тп/М)КТ. 

Плотность газа р — т/Ѵ, откуда р = РМ/КТ. Если Р = сопві, то р = С\/Т, где 

С\ = РМ/Н = СОП8І. 

Следовательно, зависимость р(Т) имеет вид гиперболы (рис. 8.10). Если Т = 
= сопзі, то р = С 2 Р , где С 2 — М/Н.Т, следовательно, плотность изменяется по 
линейному закону (рис. 8.11). 


Задачи для самостоятельного решения 

Задача 1. Два сосуда соединены трубкой с краном. В первом сосуде находится 
2 кг некоторого газа под давлением 4 ■ ІО 5 Н/м 2 , а во втором 3 кг того же газа. 
Определить, каким было давление во втором сосуде, если после открытия крана 
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в обоих сосудах установится давление Р = 6 • 10*Н/м 2 . Температура остается 
постоянной. 

Ответ: Рг = 9 • 10*Н/м 2 . 

Задача 2. В сосуде объемом 10 л находится 20 г кислорода при температуре 
27°С. Чему равно давление в сосуде? 

Ответ: Р = 1, 56 • 10 5 Па. 


Задача 3. Определить плотность водорода при 1° = 27 °С и атмосферном давле¬ 
нии. 

Ответ: 0,081 кг/м 3 . 

Задача 4. Газ перешел из состояния 1 в состояние 2 (рис. 8.12). Масса газа 
остается постоянной. Как изменился объём газа? 

Ответ: увеличился. 

Задача 5. Объем некоторой массы идеального газа при нагревании на 1 К при 
постоянном давлении увеличился на 1/335 часть первоначального объема. Како¬ 
ва исходная температура газа? 

Ответ: Т\ = 335 К. 


Задача 6. В стеклянную монометрическую трубку, запаянную с одного конца, 
налита вода. Уровень воды в обоих коленах одинаковый и находится на рассто¬ 
янии Но от верхнего конца. В открытую трубку налит слой масла (плотность р ы ) 
высотой Н. Найдите смещение уровня воды в закрытой трубке при атмосферном 
давлении Р ІТМ . 

Ответ: 

_ [^атм 4" у(2рв^о)] ^[Р»тм 4" ЗІ^РвНо 4* р\ Л)] 2 — ВдРвРиНоН 

*дрв 

Задача 7. Воздух в подводной лодке на поверхности воды имеет температуру 
35°С и давление ІО 5 Па. Пренебрегая изменением объема корпуса лодки, опреде¬ 
лите давление воздуха при ее погружении в слой воды, где температура воздуха 
в корпусе становится равной 5°С. 

Ответ: 0,9-10* Па. 

Задача 8. Теплоизолированный сосуд разделен теплопроводящей перегородкой 
на две камеры. Камеры заполняются одинаковым газом, начальная температура 
и давление которых равны Т\, Р\, 7і и Р*. Каково будет отношение давлений 
газа в камерах после того, как теплообмен закончится? Теплоемкостью сосуда и 
перегородки пренебречь. 

Ответ: ТіР\/Т\ Р?. ' ■ 
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Рис. 8 13. 


Задача 9. Газ находится в сосуде при давлении Р = 2 • 10 6 Па и температуре 
<° = 27°С. После нагревания на 50°С в сосуде осталась половина газа. Определить 
установившееся давление. 

Ответ: 1,16 • 10® Па. 

Задача 10. По трубе идет углекислый газ под давлением 4 атм. Какова темпе¬ 
ратура газа в трубе, если за 10 мин протекает 2 кг углекислого газа и площадь 
сечения трубы 5 см 2 ? Молекулярная масса углекислого газа 0,044 кг/моль. Ско¬ 
рость движения газа ѵ = 0, 88 м/с. 

Ответ: Т = 280 К. 

Задача 11. Первоначальный объем газа в цилиндре при давлении 120 кПа равен 

O, 1м 3 . Газ изотермически сжали до давления 400 кПа. Затем его нагрели до 
температуры 687 К при прежнем давлении. В результате часть газа вышла из 
цилиндра. Определите, сколько молей газа осталось в цилиндре. 

Ответ: ~ 20 молей. 

Задача 12. В цилиндрическом сосуде, закрытом подвижным поршнем, находит¬ 
ся 1 л воздуха. Масса поршня 700 г, площадь поршня 50 см 2 . Какой объем займет 
воздух в цилиндре, если на поршень положить гирю массой 10 кг? Атмосферное 
давление 10® Па. 

Ответ: 835 см 3 . 

Задача 13. Смесь газов из 3 г водорода, 28 г азота и 10 г углекислого газа заклю¬ 
чают в замкнутый объем 30 литров при температуре 27°С. Определить давление 
смеси газов в этом объеме. 

Ответ: 2, 3 • 10® Па. 

Задача 14. Три баллона соединены трубками с краном. В первом баллоне объ¬ 
емом Ѵ\ находится газ под давлением Р\ , во втором — Ѵг под давлением Рі, тре¬ 
тий объемом Ѵз пустой. Определите, какое установится давление после открытия 
о^оих кранов. 

Ответ: 

р - РіѴі+РМ 
Уі + Уз + Уз ' 

Задача 15. В цилиндре под невесомым поршнем находится газ под давлением 

P, равным внешнему давлению. Снаружи к поршню прикреплена упругая пру¬ 
жина, такая, что если газ из-под поршня полностью откачать, то поршень будет 
находиться в равновесии у дна цилиндра. Во сколько раз нужно увеличить тем¬ 
пературу газа под поршнем, чтобы его объем увеличился в полтора раза? 

Ответ: в 2,25 раз. 
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Задача 16. Резиновый мяч содержит 4 л воздуха, находящегося при температу¬ 
ре 20°С при атмосферном давлении 780 мм рт. ст. Какой объем займет воздух, 
если мяч будет опущен в воду на глубину 10 м? Температура воды 4°С. 

Ответ: 1,96 л. 

Задача 17. Найти плотность воздуха при температуре 127 в С и давлении 720 мм 
рт. ст. Плотность воздуха при 0°С и давлении 760 мм рт. ст. равна 1,29 кг/м 3 . 
Ответ: 0,83 кг/м 3 . 


Задача 18. Цилиндрический сосуд сечения 5 закрыт поршнем массы М. Пор¬ 
шень удерживается на расстоянии ко от дна веревкой (рис. 8.13), натяжение 
которой равно Т. Веревка обрывается, после чего поршень движется без тре¬ 
ния. На каком расстоянии от дна поршень будет иметь наибольшую скорость? 
Процесс считать изотермическим. Внешнее давление равно Ро. 


Ответ: 


к = ко 


Ро - (Мд/ 5) - (Г/5) 
Ро + (Мд/3) 



і 




Глава 9 


Молекулярно-кинетическая 
теория газов 


Остановимся на общих свойствах молекул газа. 

1) Молекула — наименьшая частица вещества, состоящая из атомов и обла¬ 
дающая его основными химическими свойствами. Размеры молекул тем больше, 
чем больше число атомов в них, и лежат в пределах от 10~ 8 до 10 -5 см. 

2) Молекулы газа находятся в непрерывном хаотическом движении. Слово 
“хаотическое” показывает, что не существует избранного, преимущественного 
направления движения молекул, все направления равновероятны. 

Хаотическое движение молекул подтверждаются в частности броуновским 
движением — движением очень.маленьких частиц, находящихся во взвешен¬ 
ном состоянии в жидкости или газе, под действием ударов молекул, и диффузией 
— проникновением молекул одного вещества в другое. (Например, диффузией 
обусловлено распространение запахов.) 

3) Скорости молекул различны по величине. Одним из опытов, подтвержда¬ 
ющих это, является опыт Штерна, в котором использовались два коаксиальных 
цилиндра радиусами Яі и Яг, причем внутренний цилиндр имел узкую щель 
(рис. 9.1). На оси симметрии помещалась посеребренная платиновая прово¬ 
лока. При пропускании тока через проволоку она нагревалась и происходило 
испарение атомов серебра с поверхности проволоки. На внутренней поверхно¬ 
сти внешнего цилиндра появлялся слой серебра в виде тонкой полоски. При 
вращении цилиндров эта полоска должна была смещаться. Если бы скорости 
атомов были одинаковы и равны ѵ, то время, за которое атомы проходили бы 
расстояние Яг — Яі, равнялось бы времени поворота цилиндра на угол А<р, т. е. 

А<р/ш = (Я 2 - Кі)/ѵ, (9.1) 

причем слой должен смещаться на Ая = Яг А <р. Из (9.1) следует, что 

ѵ = (Яг — Яі)а>/Ду*. (9.1а) 

Таким образом можно определить скорость атомов. Однако след оказался раз¬ 
мытым, это означает, что атомы имеют разные скорости. 

Одной из основных задач молекулярной физики является установление связи 
микропараметров газа (скорости молекул, их массы, концентрации) с макропа¬ 
раметрами (давлением, температурой). Объясним, что такое давление газа, как 
оно возникает с точки зрения молекулярной физики. Молекулы ударяются о 
стенки сосуда и взаимодействуют с ними по закону абсолютно упругого удара. 
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Рис. 9.1. 



Рис. 9.2. 


В результате удара молекула массой т о, летевшая к стенке со скоростью ѵ, 
отскакивает от стенки со скоростью ѵ' , причем, поскольку удар абсолютно упру¬ 
гий, ѵ — ѵ' (рис. 9.2). Изменение импульса молекулы 

Ар' = р' — р = гпоѵ' — (— тоѵ) = 2тпоѵ. 

Импульс молекулы изменился, это означает, что на молекулу со стороны стен¬ 
ки подействовал импульс силы, по 2-му закону Ньютона равный 

/'Аі = 2 т 0 ѵ, 

'где Аі — время взаимодействия молекулы со стенкой, Аі мало. 

По 3-му закону Ньютона на стенку со стороны молекулы подействовал им¬ 
пульс, равный по величине и противоположный по направлению: 

/ СТ Д< = — 2тоѵ. 

Следовательно, давление возникает в результате толчков, которые испытывает 
стенка со стороны молекул. Сила давления перпендикулярна стенке сосуда. Если 
молекула летит под углом к стенке, то, как следует из рис. 9.3, изменение проек¬ 
ции импульса на ось х есть Ар х = 2тоѵ х , изменение проекции импульса на ось 
у есть Ар у = 0. Следовательно, 

/ х Аі ф 0, / у Аі = О, 

т. е. в результате удара независимо от того, как летит молекула, на стенку 
действует сила, направленная перпендикулярно стенке. 

Вывод основного уравнения 
молекулярно-кинетической теории 

Сделаем ряд вспомогательных предположений: 

1) Газ идеальный (определение идеального газа см. в гл. 8), 

2) Молекулы можно разделить на группы. Пусть N 1 молекул имеют скорость 
і>і , N 2 — скорость Ѵ 2 , ■ ■ ■, N п — скорость ѵ„. Концентрация молекул первой 
группы пі = ТѴі/К, второй — «2 = ЛГ 2 /К, м„ = Л^/К, где V — объем сосуда. 
Очевидно N 1 +N 2 + ^.^ + Nп = N, где N — общее число молекул, 

«і + п 2 + ... + п„ = п, 

где п — концентрация молекул в сосуде. Это предположение, строго говоря, 
неверно, так как в силу непрерывного хаотического движения число молекул, 
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Рис. 9.3. 



Рис. 9.4. 


имеющих данную скорость, может непрерывно изменяться. Можно указать чи¬ 
сло молекул, скорости которых изменяются в некотором интервале скоростей, 
например, ДЛ^ молекул, скорости которых изменяются от і»і до + ѵ?, А N 2 
молекул, скорости которых изменяются в пределах от Ѵ 2 Д° ѵ 2 + Аѵ и т. д. 
Однако при выводе основного уравнения молекулярно-кинетической теории не¬ 
корректность этого предположения не играет существенной роли. 

3) Направления движения молекул равновероятны. Пусть молекулы движут¬ 
ся по трем взаимно-перпендикулярным направлениям. В среднем в каждом на¬ 
правлении движется N/6 частиц. 

Рассмотрим молекулы »-й группы, движущиеся вдоль оси х. В результате 
удара о стенку одной молекулы этой группы на стенку действует импульс силы: 

/сті^І — 2тп 0 Ѵі. 

За некоторый промежуток времени Аі о стенку площадью 5 ударится не одна 
молекула, а молекул: 

2і — пі5ѵіАі/&, 


т. е. все молекулы, движущиеся по направлению к стенке (т. е. 1/6) и находя¬ 
щиеся в объеме ЗѵіАі (рис. 9.4). 

Итак, средний импульс силы, подействовавший на стенку в результате удара 
о нее молекул і-й группы, за время Аі равен: 

Р,Д< = (2/6)п,-5тог? Аі. 

Давление равно Р = Р/5, отсюда давление на стенку, оказываемое молекулами 
і-группы, есть 

Р, = Рі/5 = п<т 0 ^/3- 


На стенку налетают молекулы всех групп, следовательно, суммарное давление 
равно 

Р = (1/3)т 0 ^п,і)?. 


Введем понятие средне-квадратичной скорости: 

I.. г.. » 2 + # 2^2 + • • • + 


ср КВ ц 

Разделим числитель и знаменатель на объем сосуда: 

2 _ піг>? + п 2 ^-І-...-Ьп п ^ _ 


И 'Об- 
Г Л°>: 


ПіѴ ? 


“ср кв 


Е п і и , 
п ’ 
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откуда 

Р = пга 0 ^ р кв /3. (9.2) 

Средняя кинетическая энергия молекулы равна 

Ё = т 0 ѵ* ркв /2, (9.3) 

таким образом, 

Р = (2/3 )пЕ (9.4) 

есть основное уравнение молекулярно-кинетической теории. Давление газа про¬ 
порционально концентрации молекул и средней кинетической энергии поступа¬ 
тельного движения молекулы. 

Из уравнения Клапейрона — Менделеева следует: 

Р = пкТ. (9.5) 

Приравняем выражения (9.4) и (9.5) и получим для Е: 

Ё = (3/2)*Г. (9.6) 

Абсолютная температура — меракинетической энергии поступательного дви¬ 
жения молекул. Если Т — * 0, то Е —> 0. Абсолютный нуль температуры — 
это температура, при которой прекращается поступательное движение молекул. 
Для одноатомного газа формула (9.6) определяет полную механическую энергию 
молекулы. 

Выразим средне-квадратичную скорость через Т: 

ѵ ср КВ — \/3 кТ / то- 

Если бы все молекулы газа двигались со средне-квадратичной скоростью, то 
давление и температура такого газа были бы такими же, как у реального га¬ 
за. Средне-квадратичная скорость определяет термодинамические параметры 
— давление и температуру. 


Примеры решения задач 


Задача 1. Вычислить массу молекулы воды (Мн 3 о = 0,018 кг/моль). 

Дано: МнзО = 0,018кг/моль, = 6,02 • 10 23 моль -1 ; тп н 3 о — ? 

Решение. Масса молекулы равна отношению молярной массы к числу Аво- 
гадро: 


™ Нз о 


■МнзО 


0,018 

6,02 - 10 23 


кг = 3•10 -26 кг. 


Задача 2. В опыте Штерна (см. введение) источник атомов серебра создает уз¬ 
кий пучок, который падает на внутреннюю поверхность неподвижного цилин¬ 
дра радиуса К = 30 см и образует на ней пятно. Цилиндр начинает вращаться 
с угловой скоростью ы = 100 рад/с. Определить скорость атомов серебра, если 
пятно отклонилось на угол = 0,314 рад от первоначального положения. 

Дано: Н = 30см(0, Зм), ш = 100 рад/с, <р = 0,314 рад; ѵ — ? 

Решение. Согласно (9.1), 


Ны 

Ч> 


0,3 100-3,14 м 
0,314 с 


300 м/с. 
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Задача 3. Оцените число молекул воздуха N, попадающих на 1 см 2 стены ком¬ 
наты за 1 с. Давление Р лты = 1 • ІО 5 Па/м 2 , 1° = 27°С, масса моля воздуха 
М = 0,029 кг/моль. 

Дано: 5= 1 см 2 (МО" 4 м 2 ), I = 1с,Р атн = МО 5 Па/м 2 , 1 = 27°С; Т = 300 К; 
N — ? 

Решение. Согласно уравнению Клапейрона — Менделеева, 

Р = пкТ. 


Следовательно, концентрация молекул воздуха 


п = Р/кТ. 

Число молекул, ударяющихся о стенку за 1 с, есть 

N — пѵ ср кц.5/6, 

Средне-квадратичная скорость равна 

*>ср кв = ѵ/ЗДТ/М. 

Окончательно: 


N 


Р 1 /3 НТ с, Р ГШ а 

~ кТб\ М б V тм ь ' 


[М] = 


Па 

Дж/К' 


I __ м 2 _ 1 

моль • К • К • кг/моль с ’ 


у _ 1 • Ю 5 Г 

6 -1,38 - ІО" 23 V 


3-8,31 
300 • 0,029 


10 -4 = 2 • 10 23 с -1 . 


Задача 4. Определить плотность кислорода ро при давлении 2 • 10 5 Па, если 
средне-квадратичная скорость его молекул равна 1 • 10 3 м/с. 

Дано: Р = 2 • 10 5 Па, і; срК в = 1 • Ю 3 м/с; ро — ? 

Решение. 

Р = птп 0 ѵІ ркв /3, 

где п — концентрация молекул. Очевидно, что р = топ, где то — масса моле¬ 
кулы. Окончательно имеем: 


Р = РО^сркв/3, 


ИЛИ 


3 р г , 

ро = ~ 2 —; [р] = 


Па кг 


V, 


ср кв 


м 2 /с 2 м 3 


Вычислим значение плотности: 


Ро = 


3 ■ 2 ■ 10 5 кг 


= 0,6 кг/м 3 . 


Задача 5. Средняя энергия молекулы идеального газа равна Е = 6,4-10 21 Дж. 
Давление газа Р = 4 мПа. Найти число молекул газа в единице объема. 

Дано: Е — 6,4 • 10 -21 Дж, Р = 4 мПа(4 • 10 -3 Па); п — ? 
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Решение. Средняя энергия поступательного движения идеального газа 

Е = (3/2 )кТ. 

Давление Р = пкТ, где п — концентрация молекул, к — постоянная Больцма¬ 
на и Т — абсолютная температура газа. Решая совместно эти два уравнения, 
получаем 

_ Р_ _ 3 Р 
П ~ кТ~ 2 Е ] 

Па Н 1 

^ “ Дж “ м 2 • Н • м “ м 3 ' 

Подстановка в расчетную формулу числовых данных задачи дает 


п 


3 -4 - ІО" 3 1 
2-6,4- ІО" 21 м 3 


= 9,38 • 10 17 м _3 . 


Задача 6. Два одинаковых сосуда, содержащих одинаковое число молекул азо¬ 
та, соединены краном. В первом сосуде г ср кв і = 400 м/с, во втором сосуде 
г ср кв 2 = 500 м/с. Кран открывают. Чему будет равна средне-квадратичная 
скорость молекул после того, как установится равновесие? 

Дано: г С р кв і = 400 м/с, г сркв 2 = 500 м/с; г сркв — ? 

Решение. Разные скорости молекул в сосудах объясняются разными темпе¬ 
ратурами азота в них. Так как по условию задачи число молекул, имеющих 
скорость ѵі, равно числу молекул, имеющих скорость і >2 = Л^)> то средне¬ 

квадратичная скорость равна 

2 _ ЛГіГ)? + ЛГ 2 Ц 2 _ г? + ѵ\ 

*>сркв- - 2 


Отсюда 



453 м/с. 


Задача 7. Откаченная лампа накаливания объемом V = 10 см 3 имеет трещину, 
в которую проникает 10 6 частиц газа за 1 с. Сколько времени понадобится, 
чтобы в лампе установилось нормальное давление? Температура 0°С. 

Дано: Ѵ= 10 см 3 (10“ 5 м 3 ), N = Ю 6 ^ 1 , Р = 1,013 -10 5 Па, Т = 273 К; * — ? 
Решение. Определим, сколько молекул газа 7Ѵ 0 должно быть в лампе при 
нормальном давлении: N 0 = поР, где по — концентрация молекул, определяемая 
из уравнения: 

Р = покТ, по = Р/кТ. 

Число молекул будет равно 

N 0 = п 0 Ѵ = РѴ/кТ. 

Следовательно, считая скорость проникновения молекул в сосуд постоянной, 
определим I: 

і = ЛГо/ЛГ = РѴ/кТЫ, 

1,013-10 5 • ІО- 5 











Глава 9. Молекулярно-кинетическая теория газов 


163 


Проверим размерность полученного результата: 

. _ Па • м 3 _ кг • м 4 • с 2 • К • с 
(Дж/К)К-с -1 мс 2 кгм 3 К 

Задача 8. На пути молекулярного пучка, состоящего из молекул кислорода, 
стоит зеркальная стенка. Найти давление, испытываемое этой стенкой, если 
скорость молекул в пучке ѵ = ІО 3 м/с, концентрация п — 10 17 м~ 3 . Рассмотреть 
случаи: 

1) скорость молекул перпендикулярна стенке; 

2) стенка движется навстречу потоку со скоростью Ѵст — 500 м/с; 

3) скорость молекул направлена под углом 60° к неподвижной стенке. 

Дано: ѵ = 10 3 м/с, п = 10 17 м -3 , г ст = 500 м/с, а = 60°; Р — ? 

Решение. Давление на стенку обусловлено ударами молекул. В первом слу¬ 
чае изменение импульса молекулы равно 2тоѵ, так что на стенку действует 
импульс силы /Аі = 2тоѵ. За промежуток времени Аі о стенку ударяется 
N = поѵАіЗ молекул, где 5 — площадь стенки, следовательно, импульс силы, 
действующий на стенку за Аі, равен 

/Аі = 1Ѵ2тоѵ, 

или 

/Аі = п2тоѵ 2 5Аі. 

Отсюда 

Р = 2тоѵ 7 п, 


[Р} = 





Во втором случае относительно стенки молекула движется со скоростью ѵ ^ = 
= і> + ѵ ст . Молекула взаимодействует со стенкой упруго, следовательно, скорость, 
с которой она отскакивает от стенки, относительно стенки равна 


ѵ 2 = — ѵ[. (9.6а) 

Скорость молекулы относительно неподвижной системы отсчета есть и и связана 
со скоростью і> 2 : 

ѵ' 2 = ѵ ст — и. 

Подставив ѵ 2 в (9.6а), имеем 


ѵ + г ст = — ѵ СТ + и, 


откуда 


и = ѵ + 2ѵ СТ 


Изменение скорости молекулы равно 

Аѵ = ѵ + 2ѵ ст — (— ѵ) = 2(ѵ + ѵ ст ). 

Изменение импульса молекулы равно 2то(ѵ + ѵ СТ ), следовательно, 

Р = 2т 0 (ѵ + г СТ ) 2 п. 

В третьем случае скорость молекул направлена под углом а, поэтому при 
ударе изменяется только х-компонента скорости, Аѵ у = 0 и, соответственно, 
/ у Аі = 0. Итак, 

АР Х = 2шог сов а, / х Аі = 2шоѵ соз а. 
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Очевидно, что 

/ х Аі = п2тоѵсо8а(ѵсоаа)5Аі = 2топѵ 2 сов 2 аЗАі, 

Р = 2птоѵ сов а. 

Масса молекулы кислорода равна 

то = М/Ая, 

где М — молярная масса, Ад — число Авогадро. Окончательно, 

1 ) Р = 2-^-ш, 2 = 2 - - ^ -- у о - 2 - • ІО 17 2,25 ІО 6 Па = 0,011 Па, 

2) Р = 2^г-п(« + ѵ с ) 2 = 2^А^ • 10 17 • 2,25 • 10 6 Па = 0,024 Па, 

3) Р = 2-^т-пг 2 сое 2 60° = 2,7- 10 -3 Па. 

Ад 

Задача 9. Два сосуда, содержащие два разных газа, соединены трубкой с кра¬ 
ном. Давление в сосудах Р\ и Р 2 , число молекул Аі и А 2 . Определить давление 
в сосудах, если открыть кран. Температура постоянна. 

Дано: Р ь Р 2 , А ь А 2 ; Р — ? 

Решение. Давление в первом сосуде определяется выражением 

Р\ — пкТ, 
где 

пі = Ах/ѴІ, 

следовательно, 

Рі = (Ах/Ѵ^ІТ, (9.7) 


а во втором сосуде 

Р 2 = (А 2 /Ѵ 2 )кТ. 

Искомое давление в сосудах после того как откроют кран равно 


Р = 


Ах +А 2 

Кх + К 2 


кТ. 


Из (9.7) и (9.8) выразим Ѵх и Ѵ 2 : 



Ѵ 2 = 


А 2 кТ 
Р 2 


(9.8) 

(9.9) 


и подставим в (9.9). Тогда 

Р 


Ах + А 2 
АхР 2 + А 2 Рх 


РіР 2 - 


Задача 10. При комнатной температуре четырехокись азота частично диссо¬ 
циирует в двуокись азота: 


N204 ^ 2М0 2 . 


В сосуд объемом V = 250 см 3 вводится 0,9 г жидкости ІЧ 2 С >4 при 0°С. Когда 
температура возрастает до 27° С жидкость испаряется, а давление становится 


/ 


I 
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равным Р = 960 мм рт. ст. Какал доля х четырехокиси азота при этом диссо¬ 
циирует? 

Дано: Р = 960ммрт.ст. (1,31 • 10 4 Па), V = 250см 3 (2,5 • 10 -4 м 3 ), т = 

= 0,9 г (0,9 • ІО" 3 кг), і\ = 27°С, Т = 300 К, і° 0 = 0°С, Т 0 = 273 К, х% — ? 

Решение. Воспользовавшись уравнением состояния идеального газа Р = 
= пкТ, найдем число образовавшихся молекул ГЮг: 


N = пѴ = РѴ/кТ. 


Масса молекулы N02 равна М/7Ѵ Л , где М — молярная масса N02, равная 0,046 
кг/моль. Следовательно, суммарная масса диссоциировавших молекул равна 


М ы 

т і = -ттЯ = 

Ял 


М РУ 

кт ’ 


н= 


(кг/моль) • (Н/м 2 ) • м 3 
(1/моль) • (Дж/ К) • К 


= кг, 


Окончательно 


ТП\ = 


0,046 -1,31- ІО 4 • 2,5 • 10~ 4 1П _ 5 

_ ігг — гЧ . 1 (і кг 

6,02 ІО 23 1,38 10- 23 - 300 

х% = ^-100% = ^100% = 6,7%. 

т 0,9 


Задача 11. С какой скоростью растет толщина покрытия стенки серебром при 
напылении, если атомы серебра, обладая энергией Е = 10 -17 Дж, производят 
давление на стенку Р = 0,1 Па? Атомная масса серебра А — 1,108 г/моль, его 
плотность р = 10,5 г/см 3 . 

Дано: Е = 10“ 17 Дж, Р = 0,1 Па, А = 1,108 кг/моль, р = 10,5 г/см 3 

(10,5 -10 3 кг/м 3 ); Д//Д< — ? 

Решение. Если за время Аі толщина слоя серебра стала равной Д/, то ско¬ 
рость роста толщины покрытия есть АІ/АІ. Объем напыленного слоя АѴ = 
= 5А1, где 5 — площадь поверхности стенки. Этот объем можно выразить 
иначе: 

дуг= ш = шоіѴ 
Р Р 

где ш — масса серебряного покрытия, напыленного за время Аі, то — масса 
молекулы, N — число молекул. Определим суммарную массу молекул серебра, 
осевших на стенку. 

Изменение импульса молекулы, осевшей на стенку со скоростью ѵ, равно им¬ 
пульсу силы, подействовавшей на стенку со стороны молекулы: 

/Д і = т 0 АѴ = т о (0 — г) = — тоѵ. 

На стенку подействует импульс силы / СТ Д< = +тоѵ. Если на стенку за время 
АІ осядет N молекул, то импульс силы, подействовавший на стенку в результате 
ударов о нее N молекул, будет 

Е Аі = Nѵто. 


Давление на стенку есть Р = Е/5, или 

Р = Nѵто/5А^. 


(9.10) 
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Средняя кинетическая энергия молекулы равна 

Е — тоѵ 2 /2, ѵ = ^2Е/тпа. 
Подставив выражение для скорости в (9.10), получим 

Р = N^2 Ётп 0 /5Аі. 

Отсюда имеем 

N = Р5Аі/\/2тоЁ, 

- тоРАіЗ _ тоРАі 
\/2т 0 Ер5 р\/2тоЕ 

откуда 

АІ _ у/гщР 

_ Ѵ2Ер ' 


(9.11) 


Масса атома серебра то = А/Яд. Подставив это выражение в (9.11), получим 

АІ I А Р 

Аі~\] N А ■2Ё р' 

А1_ кг/моль кг • м _ м 

АІ у (1/моль)(кг • м 2 /с 2 ) с 2 • м 2 ■ кг/м 3 с’ 

^=9 ІО" 10 м/с. 

АІ 

Задача 10. Кристаллы поваренной соли КаСІ кубической системы состоят из 
чередующихся ионов Иа и С1. Определить наименьшее расстояние между их 
центрами. Молярная масса поваренной соли М = 0,0595 кг/моль, плотность 
р = 2,2 г/см 3 . 

Дано: М = 0,0595кг/моль, р = 2,2 г/см 3 (2,2 • 10 3 ); і — ? 

Решение. Объем ячейки кристаллической решетки, в центре которой нахо¬ 
дится один ион, равен й 3 (рис. 9.5). Таким образом, отношение объема вещества 
к объему, занимаемому одним ионом, равно числу ионов в этом веществе. Число 
ионов в 1 м 3 равно 

N = (р/М)Яд. 

Следовательно, объем, занимаемый одним ионом, есть 

<1 3 = Л//рЯд. 


Окончательно имеем 


Л = (М/рЫл) 1 ' 3 = 


0,0595 


\ і/з 


= 3,5-10 8 см. 


, 2,2 • 10 3 • 6,02 • 10 23 , 
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а 

Рис. 9.5. 


Задачи для самостоятельного решения 

Задача 1. Вычислите массу молекулы углекислого газа СО?. 

Ответ: 7,3 ■ ІО -26 кг. 

Задача 2. Температура воздуха в комнате изменилась от 7°С до 27 в С. На сколь¬ 
ко процентов уменьшилось число молекул в комнате? 

Ответ: на 7%. 

Задача 3. В сосуде находится газ под давлением Р = 1,5 -ІО 5 Па. Концентрация 
молекул в сосуде по = 2 • 10 25 м -3 . Определить температуру газа. 

Ответ: і = 273°С. 

Задача 4. В двух сосудах, заполненных газом с молярной массой М = 
= 0,044 кг/моль, и соединенных трубкой с краном, давления равны Р\ = 1 • ІО 5 
Па и Р? = 4 • 10 5 Па. Температура газа в сосудах I" = 17®С и і? = 127*С. Объемы 
сосудов Ѵ\ = 10 л и V? = 20 л. Какова средне-квадратичная скорость молекул, 
если открыть кран. 

Ответ: _ 

(ЗЯ/МНРМ+ЪѴг) 

(РіѴ,/Т 1 ) + (Р 2 Ѵ 2 /Т 2 ) ' 

Задача 5. Ампула объемом V = 1см 3 , содержащая воздух при нормальных усло¬ 
виях, оставлена в космосе, где давление равно нулю. В ампуле пробито отверстие. 
Через какой промежуток времени давление в ампуле упадет до нуля? Через от¬ 
верстие каждую секунду вылетает ІО 8 молекул. 

Ответ: I = 2,7 ■ 10 11 с а 8500 лет. 

Задача 6. Кубическая кристаллическая решетка железа содержит один атом 
железа на элементарный куб, повторяя который, можно получить всю решетку 
кристалла. Определить расстояние между ближайшими атомами железа. Плот¬ 
ность железа р = 7, 9г/см 3 , молярная масса М = 56 кг/моль. 

Ответ: д. = 2, 3 • ІО -8 см. 

Задача 7. Какова средне-квадратичная скорость молекул воздуха (кислорода, 
азота) при комнатной температуре? 

Ответ: ѵі = 480 м/с, ѵ 2 = 510 м/с. 
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Первое начало термодинамики 


Первое начало термодинамики 1 — одна из частных формулировок закона со¬ 
хранения энергии для систем, в которых существенную роль играют тепловые 
процессы. 

1. Внутренняя энергия системы складывается из кинетической энергии ха¬ 
отического теплового движения молекул и потенциальной энергии их взаимо¬ 
действия. Каждая система обладает внутренней энергией. 

Внутреннюю энергию идеального газа составляет только кинетическая энер¬ 
гия теплового движения молекул. Средняя кинетическая энергия теплового 
движения молекулы одноатомного газа (энергия поступательного движения): 

Ё = (3/2 )кТ. 

(см. гл. 9). Внутренняя энергия газа равна 

V = N{3/2)1 ЬТ, 

где N — число молекул газа: 

N = (ш/М)1Ѵ А , 

откуда 

V = (3/2 ){т/М)КТ (10.1) 

(і ЬЛГд = К — универсальная газовая постоянная). Внутренняя энергия газа 
является функцией его абсолютной температуры Т. Изменение внутренней 
энергии зависит от начального и конечного состояний системы и не зависит 
от процесса, с помощью которого система переходит из первого во второе со¬ 
стояние. Если газ состоит из сложных молекул (двух-, трех- и многоатомных), 
то внутренняя энергия также прямо пропорциональна Т, но коэффициент про¬ 
порциональности будет другим. Сложные молекулы одновременно участвуют в 
поступательном и во вращательном движениях, поэтому их средняя кинетиче¬ 
ская энергия будет больше. 

2. Количество теплоты С} — это количество энергии, получаемой или отда¬ 
ваемой системой при теплообмене. Если привести в контакт два тела с разными 
температурами, то от более нагретого тела менее нагретому будет передано ко¬ 
личество теплоты (2, т. е. более нагретое тело отдает часть своей энергии. 


1 Употребляется также тернии “первый закон термодинамики". 
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Рис. 10.1. 


Для изменения температуры различных тел одинаковой массы на одну и ту 
же величину требуется разное количество теплоты 

<2 = стАТ, 

где с — удельная теплоемкость. 

Удельная теплоемкость численно равна количеству теплоты, которое необ¬ 
ходимо сообщить 1 кг вещества для изменения его температуры на 1 К. Коли¬ 
чество теплоты, необходимое для изменения температуры термодинамической 
системы, зависит от процесса, поэтому и теплоемкость одного и того же веще¬ 
ства различна при разных процессах. 

3. Работа газа. Если газ находится под поршнем массой т и площадью 
сечения 5, то давление газа определяется атмосферным давлением и давлением 
поршня: 

Р = Р лти + тд/5. 

Давление остается постоянными при нагревании или охлаждении газа, изменя¬ 
ется объем (рис. 10.1). 

Если газ расширяется и поршень поднимается на Ах, то работа силы давле¬ 
ния положительна и равна 


Так как 


А = Г л Ах = Р5 Ах. 
5Ах = Р 2 - Ѵ и 


это произведение равно изменению объема газа, и работа газа равна 

А = Р{ Ѵа-ѴІ). (10.2) 

В случае расширения работа газа положительна, в случае сжатия — отрицатель¬ 
на. (Когда мы говорим о работе газа, мы имеем в виду, что работу совершает 
сила давления газа.) 

Если газ совершает положительную работу, то работа внешней силы отрица¬ 
тельна, так как условие равновесия поршня Г д + Е В неш = 0. 

Работа силы давления при расширении газа 

А = ЕдДясозО 0 = Р5Ах, 

работа внешней силы 

А — Р^цещАх С08 180 — Гвне Ш Дх, 

откуда А = —А. 
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На рис. 10.2 изображена зависимость Р{Ѵ) при Р = сопві. Из рис. 10.2,а, 
и из формулы (10.2) следует, что работа газа численно равна площади прямо¬ 
угольника. Если давление изменяется по более сложному закону (рис. 10.2,6), 
то, разделяя изменение объема на малые интервалы Д V), в пределах каждого из 
которых давление остается примерно постоянным, и суммируя площади прямо¬ 
угольников, получим, что работа газа численно равна площади криволинейной 
трапеции А = РіАѴі. Например, если Р = кѴ, где к — постоянный 

коэффициент, то работа газа при расширении от объема Ѵ\ до объема Ѵі равна 
(рис. 10.3) 


*=- ѵ.) = 


Из сказанного следует, что работа всегда зависит от характера процесса. 
Первое начало термодинамики формулируется Следующим образом: 
Изменение внутренней энергии системы при переходе ее из одного состоя¬ 
ния в другое равно сумме количества теплоты, сообщенного системе, и работы 
внешних сил, совершаемой над системой, т. е. 


А11 = 0 + А'. 


Работа внешних сил равна работе системы с обратным знаком: 


А! = -А, 

откуда 

д = ДС7 + Л. (10.3) 

Первое начало термодинамики можно также сформулировать следующим обра¬ 
зом: количество теплоты, сообщаемое системе, расходуется на изменение вну¬ 
тренней энергии системы и на совершение системой механической работы. 

Рассмотрим известные процессы в газах в рамках первого закона термоди¬ 
намики. 

1. Изотермический процесс (Т = сопзі). Так как температура остается по¬ 
стоянной, то не изменяется внутреняя энергия газа: 

<2 = А, 

т. е. все количество теплоты, сообщаемое системе, идет на совершение механи¬ 
ческой работы. 
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Если газ отдает тепло (С) < 0), газ сжимается, работа внешних сил при этом 
А' > 0. Удельная теплоемкость при изотермическом процессе 

с т = <2/тАТ —* оо. 

(Изотермически газ нагреть нельзя.) 

2. Изобарный процесс ( Р = сопзі). В этом случае, если (} > 0, то газ и нагре¬ 
вается и совершает механическую работу: 

0 = АИ + А, А = РАѴ. 

Согласно уравнению Клапейрона — Менделеева 

А = РАѴ = ( т/М)КАТ 

(работа при изобарном процессе). Для одноатомного газа имеем 

следовательно, 

«=^ лд:г (1 +1 Н> 4г ' 

откуда теплоемкость газа при постоянном давлении (для одноатомного газа) 
равна 

О _ 5 К 
СР ~ гпАТ “ 2 М ' 

3. Изохорный процесс (V = сопзі). При изохорном процессе механическая 
работа газом не совершается. Следовательно, 


(2 = АИ, 

т. е. все количество теплоты идет на изменение внутренней энергии. Удельная 
теплоемкость при V = сопзі для одноатомного газа равна 

О АЦ 3 Я 
Сі/ " тДТ ~ гпАТ ~ 2 М ' 

Следовательно, ср > су , или 


с Р =с ѵ + К/М. (10.4) 

Отсюда очевиден физический смысл К. Универсальная газовая постоянная К 
численно равна работе, которую совершает 1 моль идеального газа при изобари¬ 
ческом нагревании на 1 К. 

4. Адиабатический процесс — процесс, происходящий без теплообмена с 
окружающей средой: 

<9 = 0, 


следовательно, АѴ = —А. Если газ расширяется адиабатически, А > 0, А17 < 
О, то происходит охлаждение газа; если газ адиабатически сжимается, А < 0, 
А[/ > 0, то газ нагревается. Теплоемкость при адиабатическом процессе равна 

Сад = С//тАТ = 0. 


Очевидно, что адиабатический процесс на опыте при отсутствии идеальной те¬ 
плоизоляции должен быть осуществлен достаточно быстро, чтобы за это время 
не успел произойти теплообмен с окружающей средой. 









172 


Глава 10. Первое начало термодинамики 


При адиабатном расширении газа уменьшение давления происходит быстрее, 
чем при изотермическом процессе: 

Р = пкТ. 

При изотермическом расширении уменьшение давления происходит только за 
счет уменьшения концентрации (Т = сопзі), при адиабатическом уменьшается 
концентрация и понижается температура (см. задачу 1, рис. 10.7). 

С точки зрения первого начала термодинамики возможны все процессы, при 
которых сохраняется энергия. Например, не запрещается переход тепла от ме¬ 
нее нагретого тела к более нагретому, только при этом необходимо, чтобы коли¬ 
чество теплоты, отданное одним телом, было передано полностью другому телу. 
На самом деле это невозможно. Все процессы им^ют направленность, второе 
начало термодинамики определяет условия, при которых возможны превраще¬ 
ния энергии из одних видов в другие, т. е. указывает направленность процесса. 
Одна из формулировок второго начала термодинамики: невозможен самопроиз¬ 
вольный переход теплоты от менее нагретого тела к более нагретому. 

Второе начало термодинамики формулируется также следующим образом: 
невозможно создание вечного двигателя второго рода, т. е. периодически дей¬ 
ствующего устройства, которое позволяло бы полностью превращать количество 
теплоты, сообщенное системе, в механическую работу, часть теплоты должна 
быть передана холодильнику. 

Принципиальная схема тепловой машины изображена на рис. 10.4. Тепло¬ 
вая машина (двигатель) состоит из нагревателя, рабочего тела и холодильника. 
Коэффициент полезного действия тепловой машины 

г, = Аюо% = ~ д2 100%, (10.5) 

ЦП чп 

где ф і — количество теплоты, передаваемое нагревателем рабочему телу, С }2 — 
количество теплоты, передаваемое рабочим телом холодильнику. 

Опишем работу тепловой машины. Если рабочее тело (например, сосуд с 
поршнем) получает тепло, то газ начинает расширяться — газ совершает по¬ 
ложительную механическую работу. Например, при изотермическом процессе 
(рис. 10.5) работа равна площади заштрихованной фигуры 1-2-Ѵг-Ѵі- Тепло¬ 
вая машина работает циклически. Цикл — это последовательность процессов, в 
результате которой система возвращается в исходное состояние. Если система 
возвращается в исходное состояние по кривой 2 —С — 1, то суммарная работа га¬ 
за за цикл будет равна нулю. Следовательно, возвращение в исходное состояние 
должно осуществляться по кривой, проходящей ниже 1 — С — 2, чтобы работа за 
цикл была больше нуля. Коэффициенты полезного действия первых тепловых 
машин были очень малы. 

Французский инженер Сади Карно показал, что самым выгодным был бы 
тепловой двигатель, работающий по циклу, состоящему из двух изотерм и двух 
адиабат (рис. 10.6), причем, все процессы обратимы. Кривая 1—2 — изотер¬ 
мический процесс, при котором <5і = А\, все тепло, сообщенное рабочему телу, 
переходит в механическую работу. Кривая 3 — 4 — изотермическое сжатие газа, 
при котором <Эг = ^ 2 , 2—3, 4—1 — адиабаты, при этих процессах теплообмена не 
происходит. Цикл Карно обратим, т. е. его можно провести как в прямом, так 
и в обратном направлении через одни и те же промежуточные состояния и при 
этом не происходит изменений в окружающих телах. Процесс 1 — 2, например, 
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является обратимым, так как при расширении система получает количество те¬ 
плоты (2і, при изотермическом сжатии по кривой 2—1 она отдает количество 
теплоты, также равное 

Обратимых процессов в природе не существует. Работа “идеальной” тепло¬ 
вой машины Карно на самом деле реализована быть не может. Коэффициент 
полезного действия “идеального” теплового двигателя (машины) равен 

Ѵ=^^ 100 %- (Ю.6) 

Коэффициент полезного действия любого теплового двигателя, работающего в 
том же диапазоне температур, всегда меньше т ] ид , т. е. 

Фі ~ <$2 < 7і - Гг 
- Я • 

Перепишем (10.6) в виде 

Ѵид = (1-Т 2 /Г г )100%, 

откуда ясно, что кпд можно повысить при уменьшении температуры холодиль¬ 
ника или увеличении температуры нагревателя. В качестве холодильника обыч¬ 
но используется окружающий воздух, поэтому как правило идут по пути увели¬ 
чения температуры нагревателя, работая с перегретым паром. Например, для 
паровой турбины с Т\ = 800 К, Тг = 300 К имеем (кпд) ид = 62%. У реальных 
турбин кпд порядка 40%. Заметим, что кпд идеальной тепловой машины не 
зависит от рабочего вещества (газ, пар), а зависит только от температур нагре¬ 
вателя и холодильника, что позволило ввести абсолютную температурную шкалу, 
называемую шкалой Кельвина. Введение любой эмпирической шкалы связано с 
рабочим! телом (ртутные, спиртовые термометры и т. д.). О работе холодильной 
системы см. задачу 6. 


Примеры решения задач 

Задача 1. Газ расширяется от объема Ѵ\ до объема Ѵг один раз изотермиче¬ 
ски, второй изобарически и третий адиабатически. При каком процессе газ 
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совершает большую работу и газу передается большее количество теплоты? 

Дано: 1-2' — Т = сопзі, 1-2 - Р = сопзі, 1 — 2" - Д<3 = 0. Сравнить А \, 

М, ^з, <Эь <Эз- 

Решение. На диаграмме Р — V (рис. 10.7) изобразим все три процесса. Ра¬ 
бота численно равна площади криволинейной трапеции. Из рис. 10.7 очевидно, 
что работа при изобарном процессе будет максимальной, при адиабатном мини¬ 
мальной, т. е. 

А? > Аі > Аз. 

Температура газа в состоянии 2' больше, чем в состоянии 2, а температура в 
состоянии 2 больше, чем в состоянии 2" (Ту > Т? > Ту). В этом легко убедиться, 
начертив изотермы, проходящие через точки 2' и 2". При процессе 1 — 2' АІ] > 
> 0, при 1 — 2 АІ] = 0. Очевидно, что поскольку <3 = АІ] + А (первое начало 
термодинамики), то <3г > <3 1 > <Эз (Дфз = 0). 

Задача 2. Пусть азот нагревается при постоянном давлении. Зная, что масса 
азота тп = 280 г, количество затраченного тепла равно <3 = 600 Дж и су = 
= 745 Дж/кг • К, найти повышение температуры азота. 

Дано: т = 280 г(0,28кг), су = 745 Дж/кг - К, <3 = 600 Дж, М = 0,028 кг; 

Т — ? 

Решение. Согласно первому началу термодинамики, 

<3 = АЦ + А. 

Изменение внутренней энергии равно 

АІ] = сугпАТ, 

работа при изобарном процессе 

А = РАѴ = (тп/М)КАТ. 


Следовательно, 


О = тпАТ(с ѵ + К/М) 
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откуда 


АТ = 
[А Т] = 
Т = 


О 


пг(с ѵ +К/М)’ 


Дж 


кг[(Дж/К) + (Дж/моль ■ К • кг/моль)] 
600 


= К, 


0,28(745 + 8,31/0,028) 


К = 2,1 К. 


Задача 3. Один моль газа совершает цикл, состоящий из двух изохор и двух 
изобар (рис. 10.8). Температуры, соответствующие состояниям 1 и 3, — Ту и Т$ 
соответственно. Определить работу, совершенную газом за цикл, если известно, 
что точки 2 и 4 лежат на одной изотерме. 

Дано: Ту, Т 3 , тп = М; А — ? 

Решение. Состояние 1 характеризуется параметрами Ру, Ѵу, Ту, состояние 
2 — Р 2 , Ѵі , Т 2 , состояние 3 — Р2, Ѵ 3 , Т 3 , состояние 4 — Ру Ѵ 3 , Т 4 (Т 4 = Т 2 ). Из 
рисунка очевидно, что 

А = (Рі- Ру)(Ѵ 3 - Ѵу), (10.7) 

так как работа за цикл численно рана площади прямоугольника 1, 2, 3, 4. 
Поскольку Ту = Тг, 

Р 2 Ѵу = РуѴ 3 . (10.8) 

Из уравнения Клапейрона — Менделеева для 1 моля газа следует: 

РуѴу = КТу ( тп/М = 1 ), 

Р 2 Ѵз = КТз, 


откуда 


Как следует из (10.8), 


тогда 


(ЕЛ (М = т л. 

\Ръ) \Ѵз) Тз 
Р1/Р2 = Ѵу/Ѵз, 
Рі Ѵу ГК 
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Подставив найденные выражения в формулу (10.7), выполним преобразования: 
Л = вд(1-^)(1-|) =ЯГ з(1_Уад)^ ѵ 


Задача 4. Для нагревания 10 г неизвестного газа на 1 К при постоянном да¬ 
влении требуется 9,12 Дж, при постоянном объеме 6,49 Дж. Что это за газ? 

Дано: Яр = 9,12 Дж, Яѵ = 6,49 Дж, т = 10 г (0,01 кг), АТ = 1 К; М — ? 

Решение. Количество теплоты, требуемое для нагревания газа, зависит от 
условий нагревания: 

Ях = с х тАТ. 

При Р = СОП8І 

Яр = сртпАТ, 

при V = СОП8І 

Яѵ — сугпАТ, 


откуда 


с Р = 


Яр 


с ѵ = 


С Зѵ 


тАТ' 

В то же время из (10.4) следует, что 

ср — су — Я/М, 

следовательно, 

Яр ~ Яѵ _ Я 
тАТ ~ М’ 


тАТ 


и окончательно 


М = 


ЯтАТ 


Яр - Яѵ ’ 

_ (Дж/моль • К) • кг • К _ КГ 


Дж-Дж 


моль 


8,31 • 10 -2 • 1 кг „ . 

М = -г:-= 0,032кг/моль. 


2,63 моль 
Следовательно, нагреваемый газ — кислород 


Задача 5. Воздух, занимающий при давлении Р = 200 кПа объем Ѵ\ — 200 л, 
изобарически нагрели до температуры Т 2 = 500 К. Масса воздуха 0,58 кг масса 
моля Мэфф = 0,029 кг/моль. Определить работу воздуха. 

Дано: Т 2 = 500 К, Р = 200 кПа (2 • 10 5 Па), Ѵ х = 200 л (2 • Ю^м 3 ), т = 

= 0,58 кг, Мэфф = 0,029 кг/моль; А — ? 

Решение. Запишем для газа в начальном состоянии уравнение Клапейрона- 
Менделеева: 


РѴ ! = {т/М)ЯТ \, 


Ті 


РѴхМ 

тЯ 


откуда 
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При изобарическом расширении работа равна 

А = ( т/М)КАТ = ( т/М)К{Т 2 - Т х ). 
Подставив выражение для Т \, получим 

А = (ш/М)ЯТ 2 - РѴ и 


откуда 


И) = КГ ( У;° Л Ь Ь ' К> - (Н/м г ) ■ = Дж + И - м = Дж. 

кг ! моль 

А = (0,58/0,029)8,31 • 500 - 2 • 10 5 • 2 • 10" 1 = 4,3 • 10 4 Дж. 


Задача 6. Найти выражение для работы идеального газа в политропном про¬ 
цессе при нагревании от температуры Т\ до Т 2 , если объем газа меняется с 
температурой по закону Т = аѴ 2 . Политропным называется процесс, проис¬ 
ходящий по закону РѴ п = сопзі. Теплоемкость любого политропного процесса 
остается постоянной. 

Дано: Т 1 ,Т 2 ,Т=аѴ 2 -,А—? 

Решение. По условию газ подчиняется закону 

Т = аѴ 2 . (10.9) 


Поскольку газ идеальный, подставив (10.9) в уравнение Клапейрона — Менде- 
леева, получим 


_ тпЯТ тп КаѴ 2 т 
Р =-МУ=М— = М ЯаУ 


( 10 . 10 ) 


Работу можно вычислить графически (рис. 10.9). Так как давление линейно за¬ 
висит от объема, то работа численно равна площади трапеции (заштрихованная 

ППТТЯГТІ.Ѵ 

Д = (1/2)(Р 1 + Р 2 )(Ѵ 2 -Ѵ,). (10.11) 


Подставив в (10.11) давление, определяемое формулой (10.10), получим 

„ _ (атК/М)Ѵі + (атП/М)Ѵ 2п , т , х атЯ /лг2 л 

А - -2- {Ѵ2 ~ Ѵі) ~ "2ЛГ (Ѵ 2 " Кі 
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Так как по условию Ѵ 2 = Т 2 /а и V? = Т\/а, то окончательно имеем 

л-ііад-л).- 


Задача 7. В котле паровой машины температура равна 160°С, а температура 
холодильника 10°С. Какую максимальную работу можно теоретически полу¬ 
чить от машины, если в топке, коэффициент полезного действия которой 60%, 
сожжено 200 кг угля с удельной теплотой сгорания 2,9 • 10 7 Дж/кг? 

Дано: Гі = 160°С (433 К), Т 2 = 10°С (283 К), 9 = 2,9 • 10 7 Дж/кг, т) = 60%, 
т = 200 кг; А — ? 

Решение. Максимальную работу может произвести идеальная тепловая ма¬ 
шина, работающая по циклу Карно, кпд которой 

П = (Т 1 -Т 2 )/Т 1 , (10.12) 

где Т\ и Т 2 — абсолютные температуры нагревателя и холодильника. Для любой 
тепловой машины кпд определяется по формуле 

т)= Л/<Эі, 

где А — работа, совершаемая тепловой машиной, (}і — теплота, полученная 
машиной от нагревателя. Из условия задачи ясно, что <3і — это часть тепла, 
выделившегося при сгорании топлива: 

< 2 і = щтпд. 


Окончательно имеем 

Ті-Т 2 = А 

Ті тцтд’ 

откуда 

А = щтд (1 -Т 2 /Ті), 

И] = кг^!=Дж, 

А = 0 ,6 • 200 • 2,9 • 10 7 (1 - 283/433)Дж = 1,2 • 10 9 Дж. 

Задача 8. Паровая машина мощности N = 14,7 кВт потребляет за 1 ч работы 
т = 8 ,1 кг угля с удельной теплотой сгорания д = 3,3 • 10 7 Дж/кг. Температура 
котла 200°С, холодильника 58°С. Найдите кпд этой машины и сравните его с 
кпд идеальной тепловой машины. 

Дано: т = 8 ,1 кг, N = 14,7 • 10 3 Вт, д = 3,3 • 10 7 Дж/кг, Ті = 473 К, 

Т 2 = 331К, < = 1 ч(3600с); 17 — ? т; ид — ? 

Решение. Кпд тепловой машины равен отношению производимой механи¬ 
ческой работы А к затраченному количеству теплоты (^і, выделяющемуся при 
сгорании угля: 

<2і = тд. 

Произведенная за это же время работа равна 


А = N1 
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Рис. 10.10. 


таким образом, 


т] = А/Сіх = М/дт, 
14,7-10 3 -3600 
3,3 - 10 7 -8,1 


4 = 


= 0,198, 


или в процентах 


Ч* 
Пил = 


20 %, 

Ті -Т 2 


Ті 

П<П«л- 


100% = 30%, 


Итак, коэффициент полезного действия идеальной тепловой машины, как сле¬ 
довало ожидать, больше кпд реальной машины. 

Задача 9. Идеальная тепловая машина с кпд т) работает по обратному циклу. 
Какое максимальное количество теплоты можно забрать от холодильника, со¬ 
вершив механическую работу А ? 

Дано: т), А; <3 2 — ? 

Решение. Поскольку холодильная машина работает по обратному циклу, то 
для перехода тепла от менее нагретого тела к более нагретому необходимо, чтобы 
внешние силы совершили положительную работу (рис. 10.10). Принципиальная 
схема холодильной машины: от холодильника отбирается количество теплоты 
<Э 2 , внешними силами совершается работа и нагревателю передается Следо¬ 
вательно, 

^ _ А _ <Эі - фг 


откуда 


Окончательно имеем 


Оі Яі ’ 

<?2 = <2і(1 - ч)> <Эі = А/т). 

<?2 = (Л/ті)(1 - Г]). 
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Задачи для самостоятельного решения 

Задача 1. Для изобарного нагревания 800 молей газа на 500 К газу сообщили 
количество теплоты 9,4 • 10 е Дж. Определить работу газа и приращение его вну¬ 
тренней энергии. 

Ответ: 3,3 • 10 е Дж; 6,1 • 10 е Дж. 

Задача 2. В цилиндрическом сосуде с площадью основания 250 см 2 находится 
10 г азота, сжатого поршнем, на котором лежит гиря массой 12,5 кг. Какую 
работу совершит газ. при нагревании его от 25 до 625 в С. Атмосферное давление 
равно 1 атм. 

Ответ: 1779 Дж. 

Задача 3. Два моля идеального (одноатомного) газа, находящегося при 0°С, 
сначала изохорически перевели в состояние, в котором давление в два раза боль¬ 
ше первоначального, а затем изобарически в состояние, в котором объем в два 
раза больше первоначального. Найти изменение внутренней энергии газа. 

Ответ: АII = 20 кДж. 

Задача 4. В цилиндре под поршнем находится некоторая масса воздуха. На 
его нагревание при постоянном давлении затрачено 5 кДж. Найти работу, про¬ 
изведенную при этом газом. Теплоемкость воздуха при постоянном давлении 
ср = 10 3 Дж/кг • К, молекулярная масса 29 г/моль. 

Ответ: 1,37 ■ 10 3 Дж. 

Задача 5. В паровой турбине для получения пара с температурой 250 в С сжига¬ 
ют 0,35 кг дизельного топлива. При этом пар совершает работу 1 кВт-ч. Темпе¬ 
ратура холодильника 30°С. Вычислить кпд турбины и максимальный кпд. Удель¬ 
ная теплота сгорания дизельного топлива 42 МДж/кг. 

Ответ: 42%, 77%. 

Задача 6. В цилиндре двигателя находится газ, для нагревания которого сжи¬ 
гают 2 кг нефти с удельной теплотой сгорания 4,3- ІО 7 Дж/кг. Расширяясь, 
газ совершает работу 1 кВт-ч. Насколько изменилась внутренняя энергия газа? 
Чему равен кпд установки? 

Ответ: 5 • 10 7 Дж; 42%. 

Задача 7. Двигатель автомобиля развивает мощность 25 кВт. Найти кпд дви¬ 
гателя, если при скорости 60 км/ч двигатель потребляет 12 л бензина на 100 
км пути. Плотность бензина 700 кг/м 3 . При сгорании 1 кг бензина выделяется 
4,5 • ІО 7 Дж теплоты. 

Ответ: ~ 40%. 

Задача 8. Найти расход на 100 км пробега автомобиля, если мощность его мо¬ 
тора при скорости 720 км/ч равна 50 кВт, а кпд равен 25%. Теплотворная спо¬ 
собность бензина 4,5 • ІО 7 Дж/кг. 

Задача 9. Один моль водорода, первоначально имевший температуру 0°С, на¬ 
гревается при постоянном давлении. Какое количество теплоты необходимо со¬ 
общить газу, чтобы его объем удвоился? Какая работа при этом будет совершена 
газом? 

Ответ: С? = 7,94 кДж, А = 2,25 кДж. 

Задача 10. 1 м 3 водорода при 0°С находится в цилиндрическом сосуде, закры¬ 

том сверху легко скользящим поршнем массы 1 т и сечения 0,5 м 2 . Атмосферное 
давление 973 кПа. Какое количество теплоты потребуется на нагревание водоро¬ 
да до 300°С? Найдите изменение его внутренней энергии. 

Ответ: С} = 370 кДж, АЦ = 290 кДж. 
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При давлениях, больших 10-15 атм, концентрация молекул возрастает, среднее 
расстояние между молекулами уменьшается и силы взаимодействия — силы 
притяжения — начинают влиять на поведение газа. Возрастание концентра¬ 
ции приводит также к тому, что объем свободного пространства, в котором 
движутся молекулы, оказывается меньше объема сосуда на величину, равную 
собственному объему молекул. Поэтому уравнения, полученные для идеального 
газа, несправедливы. Рассмотрим сильно разреженный газ и начнем при по¬ 
стоянной температуре постепенно уменьшать объем (рис. 11.1). Зависимость 
давления от объема на участке кривой 1-2 сходна с изотермой идеального газа. 

Однако начиная с состояния 2 при дальнейшем уменьшении объема давление 
будет оставаться постоянным и равным давлению насыщенного пара (Р н „). При 
уменьшении объема на участке 2-3 происходит превращение пара в жидкость. 
Состояние 3 соответствует жидкости, так как весь пар перейдет в жидкость. 
Дальнейшее уменьшение объема вызовет резкое увеличение давления, так как 
жидкость слабосжимаема. Итак, на участке 1-2 система находится в однофаз¬ 
ном состоянии — пар (или газ, газ — это ненасыщенный пар некоторой жид¬ 
кости), участок 2-3 соответствует двухфазному состоянию пар и жидкость и 
участок 3-4 — однофазному состоянию — жидкость. На рис. 11.2 изображены 
изотермы реального газа при разных температурах 

Ті < Т 2 < Т 3 < Т А < ... < Т п . 

Точка К — точка перегиба на кривой, соответствующей температуре Т5 
(П = Гкр). Точка К соответствует критическому состоянию вещества, при 
котором исчезает граница между жидкостью и паром. В критической точке 
плотность жидкости равна плотности пара. Каждому веществу соответствует 
своя критическая температура (Т кр гелия равно 4 К, воды — 373 К.) Очевидно, 
что сжижение газов может осуществляться только при температуре ниже кри¬ 
тической. Из рис. 11.2 следует, что заштрихованная область соответствует двух¬ 
фазной области насыщенный пар — жидкость. Штриховая линия отделяет эту 
область от однофазных областей: пар и жидкость. Из рис. 11.2 видно, что давле¬ 
ние насыщенного пара не зависит от объема, а зависит только от температуры. 
При повышении температуры давление насыщенного пара увеличивается. Если 
сосуд с жидкостью изолировать от внешней среды (рис. 11.3), то постепенно пар 
над жидкостью становится насыщенным: количество молекул, переходящих из 
жидкости в пар, равно количеству молекул, переходящих из пара в жидкость. 
Насыщенный пар находится в динамическом равновесии с жидкостью. Равнове- 
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сие может быть нарушено, если жидкость нагреть (или охладить) или изменить 
давление пара над жидкостью. Насыщенный пар не подчиняется газовым зако¬ 
нам: при постоянном объеме концентрация зависит от температуры и поэтому 
нет линейной зависимости между Р и Т, однако уравнение Р = ( р/М)/КТ спра¬ 
ведливо, т. е., зная давление, можно определить плотность пара. 

В воздухе содержится водяной пар. Давление воздуха складывается из пар¬ 
циальных давлений сухого воздуха Р с в и паров воды Р„, т. е. атмосферное 
давление равно 

Р атм — Рс.а. Рп- 

Обычно при комнатных температурах Р п <С Р с . в., поэтому часто считается 
Р атм ~ Рс в • Количество пара в воздухе описывается абсолютной и относи¬ 
тельной влажностью. Абсолютная влажность определяется количеством паров 
воды в воздухе, т. е. плотностью р„. Относительная влажность определяется 
отношением плотности пара к плотности насыщенного пара р„. п при той же 
температуре, или отношением парциального давления пара к давлению насы¬ 
щенного пара Р„ п. при той же температуре: 


<Р = 



100 % = 


-^ 2 - 100 %. 

Рн.п. 


( 11 . 1 ) 


Относительная влажность обычно измеряется в процентах. Охлаждение нена¬ 
сыщенного пара при постоянном давлении приводит к тому, что пар становится 
насыщенным. Температура, при которой ненасыщенный пар при данной абсо¬ 
лютной влажности становится насыщенным, называется точкой росы. 
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Примеры решения задач 


Задача 1. В комнате объемом 40 м 3 температура воздуха 20°С, его относитель¬ 
ная влажность р і = 20%. Сколько надо испарить воды, чтобы относительная 
влажность р 2 достигла 50%? Известно, что при 20° С давление насыщающих 
паров Р нп =2330 Па. 

Дано: V = 40 м 3 , ру = 20%, <ръ = 50%, Т = 293 К, Р„. п . = 2330 Па; тп — ? 
Решение. Относительная влажность равна 

<Р = -^-100%, 

*н.п. 

отсюда 

Рі = -р^-100%, Р2 = -^-100%. 

^н.п. *н.п. 

Давления пара при относительных влажностях р\ и р 2 равны 

р _ У>іРн.п. р _ Ѵ?2Рн.п. 
п1 100 % ’ " 2 100 % ' 

Плотность связана с давление равенством р = (М Р/ НТ), откуда 

_ МР п1 _ МР п2 
р1 НТ ’ Р2 кт ' 

Массы воздуха в комнате при влажностях ру и р 2 равны 


МР„і т , Л/Р п2 

гпі = рі V = ■ - ■ К, тп 2 = р 2 Ѵ = — V. 


НТ 

Масса воды, которую надо испарить, равна 


НТ 


МѴ /п „ ч МР Н .„.Ѵ, 

т = ті - т ‘ = я г <р "’ - р "'> = ягшо% (и - 

. , (кг/моль)(кг • м/с 2 • м 2 )м 3 

Н = ' кгмѴсСмольК = КГ ’ 

т = « ЧГ (50 - 20)кг = 0,208кг. 

8,31-293 -100 ѵ ; 


Задача 2. В комнате при температуре 15° относительная влажность ру — 10%. 
Как изменится относительная влажность, если температура в комнате повысит¬ 
ся на 10°С? Давление насыщенного пара при 15°С Р н . п .і = 12,8 мм рт. ст., при 
Т 2 = 25°С, Рн.п.2 = 23,8 мм рт. ст. 

Дано: рі = 10%, Ті = 15°С, Т 2 = 25°С, Р н . п .і = 12 , 8 ммрт. ст., Р н п . 2 = 

= 23,8ммрт.ст., Ар — ? 

Решение. Так как пар ненасыщенный, то парциальное давление пара изме¬ 
няется по закону Шарля: Рі/Т\ = Р 2 /Т 2 . Из этого уравнения можно определить 
давление ненасыщенного пара Р 2 при Т 2 : Р 2 = РуТ 2 /Ту. Влажность при Т\ равна 


ру = 


Рі 

Рн.п.і 


100 %. 


( 11 . 2 ) 
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Давление насыщенного пара Р„. п .і при температуре 15°С равно Р н .п.і = 12,8 мм 
рт. ст. Относительная влажность при Т? = 25° С равна 


Ѵ?2 = 


Р2 

Рн п 2 


100 % = 


Р\ Т 2 

Ри п . 2 Т\ 


100 %. 


(11.3) 


Из (11.2) имеем 
следовательно, 


Ѵ>2 = 


Рі 

УіРн.п.іРг 

РиП^Рі 


<РіРн.пЛ 


100 % ’ 

10 -12,8298 
23,8 288 


% = 5,6%. 


Задача 3. При температуре Т — 20°С и давлении 760 мм рт. ст. воздух имеет 
влажность 100%. На сколько процентов он легче сухого воздуха той же темпе¬ 
ратуры при том же давлении? Масса моля сухого воздуха М = 29 кг/кмоль, а 
давление насыщенного пара при 20°С Р нп . = 2,33 • 10 3 Па. 

Дано: у> = 100%, Т = 293К, Р = 760ммрт.ст. (1,013- ІО 5 ) Па, М = 

= 29 кг/кмоль, Р„. п . = 2,33 • 10 3 Па; х% — ? 

Решение. Масса сухого воздуха при давлении Р равна 

тп = МРѴ/РТ, 

масса влажного воздуха, находящегося при том же давлении, равна: 


т і = тп с + ш„, 

где т с — масса газов входящих в состав воздуха, ш п — масса пара. Давление 
влажного воздуха равно сумме парциальных давлений сухого воздуха и пара: 

Р = Рс + Рпі 

причем Р„ = Р„.п., так как <р = 100%, а давление газов во влажном воздухе 

Рс = Р-Рп. 

Масса сухой компоненты во влажном воздухе равна 


ТПс — 


- М{Р-Р Н П )Ѵ 


а масса пара во влажном воздухе 


пг п = 


РТ 


Рн .п.ѴМ п 
РТ 


Таким образом, гпі, масса влажного воздуха, равна 

_ [М(Р-Р НП .) + Р НП .М П ]К 

т 1 = --. 

РТ 

Вес воздуха в данном случае равен силе тяжести, т. е. Р = тд и Р\ = т х д, 
поэтому 

т — ту 


х = 


т 


- 100 % = 


_ (МРУ/РТ) - [М(Р - Р н п ) + Рн п.Мп] (У/КГ) 

МРѴ/РТ 

_ Р,п.(М-Мп)100% . 

МР ’ х - и ’* /0 - 


100 % = 
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Задача 4. Найдите среднее расстояние между молекулами насыщенного водя¬ 
ного пара при і = 30°С. Давление насыщенного пара при температуре 30° равно 
Р нп . =4,2 10 4 Па. 

Дано: і° = 30°С, Р„. п . =4,2-10 4 Па; Л ср — ? 

Решение. Поскольку 

Р = пкТ, 

концентрация молекул пара равна 

п = Р/кТ. 

Объем, приходящийся на одну молекулу, составляет 

Ѵ м = 1/п = кТ/Р. 

Следовательно, расстояние между молекулами 

^И7р = 3,2 10- 13 м, М = ^ ” : ^ М К 2 = м. 


Задача 5. В сосуд объема V = 10 - 2 м 3 , наполненный сухим воздухом при да¬ 
влении Ро = 10 5 Па и температуре 0°С, вводят т = 3 г воды. Сосуд нагревают 
до 100°С. Каково давление влажного воздуха в сосуде при этой температуре? 

Дано: т = 3г(3 • 10~ 3 кг), V = 10~ 2 м 3 , Р 0 = ІО 5 Па, Т 0 = 273 К, Т = 373 К; 
Р —? 


Решение. Давление влажного воздуха равно сумме парциальных давлений 
и пара: 

Р = Р В + Р П . 


Предположим, что вся вода испарилась, давление паров определим из уравнения 


Рп 


ш НТ 

мУ 


0,003-8,31 -373 
0,018-10- 2 


Па = 5,2 ■ 10 4 Па. 


Давление пара меньше, чем давление насыщенн<эго пара при 100°С (Р н . п . = 
= 1,013 • 10 5 Па), поэтому наше предположение о том, что вся вода испарилась, 
справедливо. Давление воздуха при нагревании увеличивается по закону Шар¬ 
ля: 


Рп ІО 5 

Рв = Т 0 т= ш' 373 Па = 1 ’ 37 ' 1о5Па - 


Таким образом, Р = Р в + Р„ = 1,89 • 10 5 Па. 

Задача 6 . В комнате объемом 64 м 3 при температуре 20° С относительная влаж¬ 
ность составляет 60%. Определите массу паров в воздухе комнаты. Давление 
насыщенных паров воды при 20°С равна 2,33 кПа. 

Дано: V = 64 м 3 , Т = 293 К, <р = 60%, Р„. п . = 2,33 кПа (2,33 • 10 3 Па), М = 

= 0,018 кг/моль, тп — ? 

Решение. Найдем давление паров воды: 

Р = Р„.п.(^/100%) = 0,6Р„. п .. 

Для определения массы водяных паров воспользуемся уравнением Клапейрона 
— Менделеева: 


РѴ = (тп/М)/ НТ, 
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откуда 


РѴМ 0,6Рн.пУМ 

КТ ~ КТ 


Подставим в последнюю формулу величины, заданные в условии задачи: 

0,6-2,33- ІО 3 -64-0,018 


т = 


8,31-293 


-кг = 0,66 кг. 


Задача 7. Одно и то же количество паров воды содержится при одной и той же 
температуре в воздухе, занимающем объемы 50 и 40 м 3 . Разность относительных 
влажностей воздуха в этих объемах равна 10%. Плотность насыщенного пара 
при этой температуре 0,023 кг/м 3 . Найти массу паров воды в каждом объеме. 

Дано: Ѵ\ = 50 м 3 , V* = 40 м 3 , — 'Рі = 10%, р „.= 0,023 кг/м 3 ; т — ? 

Решение. Плотность водяных паров в первом объеме р\ = тл/Ѵ во втором 
р 2 = т/Ѵъ. По условию задачи 

-—) х 100% = 10%, 

Р н.п. Рн.п. ) 

следовательно, 

Р2 ~ Рі = 0) ІРн.п.і 


^2 


-^і = Г 


откуда 


т т 

----0,1р и . в „ 

или 

Подставляя числовые данные задачи в (11.4), получаем 


Н = — 


кг/м 3 


= кг, 


0 . 1 - 0.023 

т = т-ттт— . - .— кг = 0,46 кг. 


1/40 - 1/50 


(11.4) 


Задача 8. В сосуде объемом V находится воздух при температуре 20°С и влаж¬ 
ности 40%. Найти относительную влажность воздуха, если его нагреть до тем¬ 
пературы 100°С, а объем уменьшить в четыре раза. Давление насыщенного во¬ 
дяного пара при 20°С равно 2,33 • 10 3 Па. 

Дано: Т = 293 К, Т х = 373 К, <р = 40%, Ѵ х = Ѵ/4, Р„. п . = 2,33-10 3 Па; <р х — ? 

Решение. Найдем давление воздуха при 20°С: 

Р = рРи.п,- 


Так как ненасыщенные водяные пары подчиняются газовым законам, то из 
уравнения 


РѴ/Т = Р\Ѵ\/Ті 


найдем: 


Рі 


РѴТ Х 
ТѴ1 


РѴТ Х 4 


4РТ Х 
Т ' 


ТѴ 
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Таблица 11.1 


Давление насыщенного пара 


Температура, °С 

18 

15 

13 

10 

8 

5 

Давление: мм рт. ст. 

15,5 

12,0 

11,2 

9,2 

8,0 

6,6 

Па 

2,07 -10 4 

1 .6-10 4 

1,5-10 4 

1,23 10 4 

1,07 -10 4 

« 

О 

і-Н 

00 

00 ~ 


При температуре 100°С (температура кипения воды) давление насыщенного па¬ 
ра равно атмосферному давлению Р ати = ІО 5 Па. Тогда относительная влаж¬ 
ность равна 


9і = (Л/Я.™)100%. 


Окончательно имеем 


<Рі 


4у>Р„. п .7і100% 

ТР 


Подставив числовые данные задачи, получим 


9 і 


4 0,4 - 2,33 ІО 3 - 373 -100% 
293 ■ 10 5 


= 4,75%. 


Задача 10. Относительная влажность воздуха в помещении 60%, температура 
18°С. До какой температуры надо охладить металлический предмет, чтобы его 
поверхность ” запотела”? 

Да но: <р = 60%, Т = 291 К, Р н п . =2-10“ Па; Г 2 — ? 

Решение. Относительная влажность воздуха 

9 = (Р/Р„.„.)Ю0%. 


Для конденсации пара необходимо, чтобы он стал насыщенным, т. е. темпе¬ 
ратура достигла точки росы. Давление пара при 18°С должно стать равным 
давлению насыщенного пара при искомой температуре: 


р _ Ѵ^н.п, 
100 % 


1,24- 10 4 Па. 


Давление насыщенного пара равно Р и п . = 1,23 ■ 10 4 Па при С = 10°С (нахо¬ 
дится по таблице). Следовательно, 1% ~ 10°С. 


Задачи для самостоятельного решения 

Задача 1. Смешали 5м 3 воздуха с относительной влажностью 22% при темпера¬ 
туре 15“С и 3 м 3 воздуха с относительной влажностью 46% при температуре 28 в С. 
Определить относительную влажность смеси, если ее объем 8м 3 . 

Ответ; 37%. 

Задача 2. Температура воздуха вечером была 18°С, относительная влажность 
65%. Ночью температура воздуха понизилась до 9°С. Была ли роса? Если была, 
то сколько водяного пара конденсировалось из 1 м 3 воздуха? При 18°С плотность 
насыщенного пара равна 15,4 г/м 3 , при 9°С — 8,8 г/м 3 . 

Ответ: Была; 1,2 г/м 3 . 
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Задача 3. Какое количество росы выпадает из 1 м 3 воздуха при изотермическом 
уменьшении его объема в 5 раз, если температура воздуха 10°С, а относительная 
влажность 60%? Плотность насыщенного водяного пара при 10 в С равна 9, 43 г/м 3 . 
Ответ: 3,77 г/м 3 . 

Задача 4. В комнате объемом V = 50 м 3 относительная влажность воздуха ірі = 
= 40%. Если испарить дополнительно 60 г воды, то относительная влажность 
будет 50%. Определить температуру воздуха в комнате. Давление насыщенного 
пара при 20 в С равно 17,5 мм рт. ст. 

Ответ: 20 е С. 

Задача 5. Определите отношение плотностей сухого воздуха и воздуха с отно¬ 
сительной влажностью ір = 50%, давление равно атмосферному (Р» т ы = Ю 5 Па) 
и температура 20°С. Отношение молярных масс пара и воздуха М п /М в = 0,6. 
Давление насыщенного пара при этой температуре Р нп . = 23 ГПа. 

Ответ: рі/р 2 = 1,005. 

Задача 6. В герметически закрытом сосуде объемом V = 1,1 л находится т = 
= 0,1 кг кипящей воды и пары воды при температуре 100°С. (Воздуха в сосуде 
нет.) Найти массу пара. 

Ответ: 0,6 г. 

Задача 7. В помещение надо подать 2 ■ ІО 4 м 3 воздуха при температуре 18°С 
и относительной влажности 50%, забирая его с улицы при температуре 10°С и 
относительной влажности 60%. Сколько воды надо дополнительно испарить в 
подаваемый воздух? Плотность насыщенного пара при 10® С — 9,4 • ІО -3 кг/м 3 , 
при 18° С — 15, 4 • 10 кг/м 3 . 

Ответ: 41,2 кг. 





Глава 12 

Свойства жидкости 


Силы взаимодействия между молекулами жидкости больше, чем силы взаимо¬ 
действия между молекулами газа. Рассмотрим молекулу 1 (рис. 12.1), находя¬ 
щуюся на поверхности жидкости, и молекулу 2 , находящуюся внутри жидкости. 
Молекула 2 со всех сторон равномерно окружена молекулами и результирующая 
сила, действующая на нее со стороны окружающих ее молекул, равна нулю. Кон¬ 
центрация молекул в жидкости больше, чем в газе, поэтому сила, действующая 
на молекулу 1 со стороны окружающих ее молекул, отлична от нуля и напра¬ 
влена внутрь жидкости. Следовательно, переход молекулы из толщи жидкости 
в поверхностный слой сопровождается совершением работы против указанной 
силы, т. е. молекулы на поверхности обладают большей потенциальной энергией. 
Всякая система стремится прийти в состояние с минимальной потенциальной 
энергией, поэтому поверхность жидкости стремится сжаться, на поверхности 
жидкости должно оставаться как можно меньше молекул. Поэтому свободно ле¬ 
тящая капля жидкости имеет сферическую форму, так как при данном объеме 
площадь поверхности сферы минимальна. Пусть пленка жидкости натянута на 
рамку, одна сторона которой подвижна (рис. 12.2). Для удержания в покое по¬ 
движной стороны рамки должна действовать сила Г, направленная в сторону, 
противоположную силе поверхностного натяжения Г„ , стремящейся уменьшить 
площадь поверхности пленки. Сила поверхностного натяжения направлена по 
касательной к поверхности жидкости и прямо пропорциональна длине стороны 
рамки /: 

Г = 2а/, 

где а — коэффициент поверхностного натяжения, который равен силе поверх¬ 
ностного натяжения, действующей на единицу длины контура, ограничиваю 1 
щего поверхность жидкости, коэффициент 2 появляется потому, что у пленки 
2 поверхности: 

а = Г/21. (12.1) 

При увеличении площади поверхности жидкости внешними силами должна 
быть совершена работа 

А = 2 аіх = аД5, 

где А5 — изменение площади поверхности. Отсюда • 

а = А/ АЗ, ( 12 . 2 ) 

т. е. коэффициент поверхностного натяжения численно равен работе, которую 
надо совершить, чтобы увеличить площадь поверхности жидкости на единицу. 
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На поверхности твердого тела форма капли может быть разной. Капля мо¬ 
жет растекаться по поверхности твердого тела (рис. 12.3), это означает, что 
сила взаимодействия между молекулами жидкости меньше, чем между молеку¬ 
лами жидкости и твердого тела, в этом случае жидкость смачивает поверхность 
твердого тела. Угол Ѳ (краевой угол) между плоскостью, касательной к поверх¬ 
ности жидкости в точке А, и поверхностью твердого тела меньше ж/2. Капля 
может собираться на поверхности твердого тела (рис. 12.4). В этом случае силы 
взаимодействия между молекулами жидкости больше, чем между молекулами 
жидкости и твердого тела ( Ѳ > ж/2), т. е. жидкость не смачивает поверхность 
твердого тела. Если Ѳ = 0, то наблюдается полное (идеальное) смачивание. На¬ 
личие поверхностного натяжения объясняет форму поверхности в тонких труб¬ 
ках — капиллярах. Если капилляр радиуса го опустить в жидкость, смачива¬ 
ющую поверхность капиллярной трубки, то жидкость стремится растечься по 
поверхности и поднимается. Высоту подъема жидкости можно оценить из усло¬ 
вия равновесия столбика жидкости (рис. 12.5). На столбик жидкости действуют 
сила тяжести и сила поверхностного натяжения, направленная по касательной 
к поверхности к каждому элементу контура. В силу симметрии сила поверх¬ 
ностного натяжения равна 

Р пн . = а2ят 0 сое Ѳ 


и направлена вверх. Сила тяжести равна 

Р т - тд = ркжг^д. 

Из условия равновесия имеем 

а2ято сое# = рНжгІд, 


отсюда 

к = 2асоаѲ/рдго. (12.3) 

Если капилляр опустить в жидкость, не смачивающую поверхность капилляра, 
то жидкость опускается в капилляре, поскольку сила поверхностного натяже¬ 
ния будет направлена вниз (рис. 12.6). Высота, на которую опустится жидкость 
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Рис. 12.5. 



в капилляре, также может быть рассчитана по формуле (12.3). Давление жидко¬ 
сти под искривленной поверхностью отличается от давления под горизонтальной 
поверхностью жидкости. Выделим на искривленной поверхности правильную 
фигуру АВСБ (рис. 12.7). Поверхность имеет два радиуса кривизны Яі и Яг 
— радиусы кривизны поверхности жидкости в двух взаимно перпендикулярных 
плоскостях. На выделенную часть поверхности действуют силы Гі, Гг, Гз, Г 4 . 
Вследствие симметрии Р\ х = Г? х , следовательно, сумма проекций сил на ось х 
равна нулю. Сумма проекций на ось у равна 

Ру = Р\у + Ріу, 

в силу симметрии Р\ у = Яг у , следовательно, Р у = 2 Я іу . Из подобия треугольни¬ 
ков Р\ Х Р\М и МОО\ следует 


ч 


МО _ Ріу 
Яі - Гі’ 


Ріу = РіМО/Кі. 


Сила Рі определяется силой поверхностного натяжения, действующей на 
сторону АВ: 


Рі = аілв, 


откуда 

Ру = 2Яі у = 2аІлвМО/Кі = аД5/Яі. 

Добавочное давление в жидкости, обусловленное кривизной поверхности радиу¬ 
са Яі, равно 

АРі = Ру/А5 = а/Кі. 

Добавочное давление, обусловленное кривизной поверхности радиуса Яг, есть 

ДЯг = а/Яг- 

Суммарное добавочное давление равно 

ДЯ = АРі + ДЯ 2 = <* (і- + (12.4) 

(формула Лапласа). Радиус кривизны считается положительным, если центр 
кривизны находится в жидкости. На рис. 12.7 Яі и Яг > 0. Радиус кривизны 
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считается отрицательным, если центр кривизны находится вне жидкости. На 
рис. 12.8 Ях < 0 и і ?2 < 0. 

Можно рассчитать высоту подъема жидкости в капилляре по формуле (12.4). 
Если капилляр смачивается жидкостью (рис. 12.9), то поверхность жидкости в 
капилляре имеет отрицательные радиусы кривизны 

Яі = Л 2 = Я < 0, 

тогда 

АР = 2а/К < 0. 

Следовательно, давление в точке А меньше, чем в точке В. Так как давление 
в капилляре должно быть равно давлению на том же уровне в сосуде (закон со¬ 
общающихся сосудов), то жидкость поднимается в капилляре для компенсации 
уменьшения давления на высоту к: 

АР = 2а/Я = рдк, (12.5) 

где К — радиус кривизны поверхности жидкости в капилляре: 

К = Го/ СО8 0, 

где го — радиус капилляра, Ѳ — краевой угол. Тогда уравнение (12.5) преобра¬ 
зуется к виду 

2 асо8 0/го = рдк, 

откуда 

к = 2(а/рдго) созѲ, 

что совпадает с (12.3). 

Если жидкость не смачивает поверхность капилляра, то поверхность жид¬ 
кости в капилляре будет выпуклой Их = Кг — К > 0 и АР > 0. По закону 
сообщающихся сосудов жидкость в капилляре опускается. 

Примеры решения задач 

Задача 1. С какой минимальной высоты должна упасть капля радиуса Я, что¬ 
бы она разбилась на п одинаковых маленьких капель? Коэффициент поверх¬ 
ностного натяжения а, плотность жидкости р. Температура жидкости не изме¬ 
няется. 











Глава 12. Свойства жидкости 


193 


Дано: Я, п, р, а; к — ? 

Решение. При образовании п капель полная площадь поверхности жидко¬ 
сти увеличивается на АЗ: 

АЗ = п4ят 2 — 4гЯ 2 , 

где г — радиус маленькой капли. Для увеличения площади поверхности должна 
быть совершена работа 

А = а4х(г 2 п — Я 2 ). (12.6) 

Эта работа равна увеличению потенциальной энергии поверхностного слоя жид¬ 
кости, которое будет происходить за счет уменьшения потенциальной энергии 
капли, обусловленной силой тяжести: 

Е„ = тдН. 


Масса кали равна 

т = р(4/і)пН?. 

Объем жидкости сохраняется, поэтому 

(4/3)тгД 3 = п(4/3)ят 3 , 


откуда 

г = Я/п 1 ' 3 . 

Подставим эти выражения в равенство (12.6): 


Е а = А, 

р(4/3)хЯ 3 дк = а4хД 2 (п 1 / 3 - 1), 


откуда 

к = За(п^ 3 — \)/рЯд. 

Проверим размерность полученного результата: 

. . _ Н • м 3 • с 2 _ кг • м 4 ■ с 2 _ 
м • кг • М • М М 3 • С 2 • КГ М 

Задача 2. Найдите коэффициент поверхностного натяжения жидкости а, если 
петля из резиновой нити длины / и жесткости к, положенная на пленку этой 
жидкости, растянулась по окружности радиуса Я, после того как пленка была 
проколота внутри петли (рис. 12.10). 

Дало: I, Я, к, а — ? 

Решение. После прокалывания пленки сила поверхностного натяжения, 
действующая на нить изнутри, станет равна нулю, так что на нее будет действо¬ 
вать сила поверхностного натяжения только со стороны внешнего слоя жидко¬ 
сти. 

Рассмотрим половину нити (рис. 12.10). На нее действуют силы натяжения 
Гі и Гг, равные 

Еі = Г 2 = кАІ, 

где АІ — удлинение нити, равное (2л-Я — /). В силу симметрии очевидно, что 
суммарная сила поверхностного натяжения направлена вдоль у. 

Рассмотрим два симметричных элемента 1 и 2. Силы, действующие на эти 
элементы, равны АЕ п і = АЕ„ 2 = 2аД/. Проекции этих сил на ось х равны по 
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Рис. 12.9. 


Рис. 12.10. 


величине и противоположны по направлению. Компоненты у этих сил напра¬ 
влены в одну сторону и равны 

ДЯпіу = ДЯ„і — 2аД/сову>. і 

Очевидно, что произведение Аісовір равно проекции Д/ на ось х. Суммируя 
все у-компоненты силы поверхностного натяжения, действующие на каждый 
элемент половины нити, получим 

Р„ = 2(а • 2Я). 

Условие равновесия половины нити имеет вид 

Г„ + Гі + Рг = 0. 

В проекции на ось у, получим 

р п - Рі - ъ = о, 

откуда 4 аК = 2к{2жК — /) = 0 . 

Окончательно имеем: 

к(2пК-1) 

2 К 

Задача 3. Определить силу, которая может растащить два стекла, между ко¬ 
торыми попала капля воды массой т. Расстояние между стеклами сі, коэффи¬ 
циент поверхностного натяжения воды о, плотность воды р. Вода полностью 
смачивает поверхность стекол (рис. 12 . 11 ). 

Дано: р, а, <1 , ш; Р .— ? 

Решение. Стекла прижаты друг к другу благодаря тому, что давление в 
жидкости меньше атмосферного. Поверхность жидкости искривлена, радиусы 
кривизны К\ — <1/2 < 0, Яг > 0. Объем капли равен V = жК\(і (пренебрегаем 
тем, что образующая цилиндра вогнутая кривая и считаем объем капли равным 
объ ему цил индра). Объем капли можно выразить иначе: V = т/р, откуда Яг = 
= \/тркрЛ. 
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Поскольку 7 ?2 больше К\ (расстояние между стеклами мало), 

др =“Огі ) <0 


Искомая сила равна 


Р = Р' = АР5 = АРжКІ, 


Р = а 


I ж рсі 


т 


т сі I рсі’ 


н 

/кг-м 

т 

кг 

М 

у м 3 • кг 

м 

(кг/м 3 ) • м 


= Н. 


Задача 4. В двух длинных открытых с обеих сторон капиллярах, расположен¬ 
ных вертикально, находятся столбики воды Ні = 2 см и /і 2 = 4 см. Найдите 
радиус кривизны нижнего мениска в каждом из капилляров, если их внутрен¬ 
ний диаметр равен (Іо = 1 мм, а смачивание полное (рис. 12.12) 

Дано: Лі = 2см (0,02м), Лг = 4 см(0,04м), = 1мм(1 • 10 -З м), а = 

= 0,073Н/м; г г —? г 2 —? 

Решение. Оценим, на какую высоту может подняться столбик воды в дан¬ 
ном капилляре, одним концом опущенном в воду: 


2а 
Р9г о 


( Г ° = т) ■ 


Но = 


2-0,073 


10 3 • 10-0,5-10- 3 


м = 0,0292 м. 


Так как Но > Н\, то сила тяжести, действующая на столбик высотой Н і, не 
может уравновесить силу, обусловленную кривизной верхней поверхности и на¬ 
правленную вверх, поэтому нижний мениск вогнутый. Радиус этого мениска гі 
связан с радиусом капилляра г о выражением (рис.12.12) 


Гх = Го / С08 Ѳ. 
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Столбик воды в капилляре удерживается разностью сил давлений. Итак, 
искривление верхней поверхности способствует удержанию жидкости в капил¬ 
ляре, искривление нижней — вытеснению, но гі > г 0 . Результирующая сила, 
обусловленная силами поверхностного натяжения, направлена вверх и равна 



где 5 — площадь сечения капилляра. 

Условие равновесия столбика жидкости имеет вид 



откуда 


гі = 2а/(2а/г 0 - рдН). 


Во втором случае Но < /і 2 , поэтому обе силы, обусловленные кривизной поверх¬ 
ности, должны быть направлены вверх — нижний мениск выпуклый. 
Результирующая сила направлена вверх и равна 



где г 2 — радиус кривизны нижнего мениска. Условие равновесия имеет вид 



Окончательно искомый радиус кривизны определится из выражения: 

г 2 = 2 а/ (рдН - 2а/г 0 ). 

Подстановка численных значений дает 

гі = 1,47 • 10 _3 м, г 2 = 0,3 • 10 -З м. 


Задача 5. Левое колено Ѵ-образной капиллярной трубки имеет радиус 0,5 мм, 
а правое — 1 мм. Какова разность уровней воды в этой трубке? Коэффици¬ 
ент поверхностного натяжения воды равен 0,073 Н/м, краевой угол Ѳ = 0 (рис. 
12.13). 

Дано: гі = 0,5мм(0,5 • 10" 3 м), г 2 = 1 мм (1 ■ 10" 3 м), а = 0,073 Н/м, Ѳ = 0°; 
АН — ? 

Решение. Чем меньше радиус кривизны поверхности жидкости, тем боль¬ 
ше по величине добавочное давление. Радиусы кривизны поверхности жидкости 
меньше нуля, давление под более искривленной поверхностью (в левом колене) 
меньше, чем в правом. Разность капиллярных давлений АРі = (2а/гі) соз Ѳ и 
АР 2 = 2а соз 0/г 2 (соз 6 = 1) определит разность уровней воды в коленах капил¬ 
лярной трубки: 



то 


2ог(1/п - 1/г 2 ) 


иі?: 

а я 


Р9 


АН = 2-0,073^^ 


1/0,5 10" 3 - 1/1 ІО" 3 

10 3 • 10 


М = 


0,0146м. 


откуда 
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Рис. 12.14. 


Задачи для самостоятельного решения 

Задача 1. Пленки двух жидкостей разделены планкой длины I. Коэффициенты 
поверхностного натяжения жидкостей равны соответственно ві иаг. Какая сила 
действует на планку со стороны жидкостей (рис. 12.14)? 

Ответ: Г = 2(а 2 — огі)/. 


Задача 2. Какое количество энергии освобождается при слиянии мелких капель 
воды радиусом г = 2 • ІО -3 мм в одну каплю радиуса Я = 2 мм? 

Ответ: Д Е = —3,5 • ІО -3 Дж. 

Задача 3. Мыльный пузырь имеет радиус К = 2 см. Определите разность да¬ 
влений внутри и снаружи пузыря. Коэффициент поверхностного натяжения 
мыльного раствора а = 0,07 Н/м. 

Ответ: АР = 14 Па. 

Задача 4. Для определения коэффициента поверхностного натяжения воды в 
нее опустили две стеклянные трубки с радиусами внутреннего канала гі = 0, 25 
мм и га = 0, 5 мм. Вода поднялась в одной трубке выше, чем в другой, на 30 мм. 
Вычислить коэффициент поверхностного натяжения воды. 

Ответ: 0,073 Н/м. 

Задача 5. Внешний радиус мыльного пузыря равен Я, толщина его стенки равна 
А. Найдите давление воздуха внутри пузыря. Атмосферное давление равно Ро, 
коэффициент поверхностного натяжения воды а. 

Ответ: 

р ‘ р ° +2 °(т> + п±н)- 

Задача 6. В капиллярной трубке вода поднялась на высоту Л. Зная атмосфер¬ 
ное давление Ро, найти давление в воде на уровне А/2. (Высоты отсчитываются 
от поверхности воды в сосуде.) 

Ответ: Р = Ро — рд А/2. 

Задача 7. В сосуд с водой опущены две капиллярные трубки разных диаметров. 
В более широкой трубке вода поднялась на высоту Аі, а в более узкой на -Высоту 
Л 2 . На сколько поднимется вода в узкой трубке, если ее вставить в широкую? 
Ответ: Л 2 . 
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Задача 8. Капля ртути массы т = 1 г помещена между двумя параллельными 
стеклянными пластинками. Какую силу надо приложить к верхней пластинке, 
чтобы ртуть имела форму круглой лепешки радиуса г = 5 см? Коэффициент а 
ртути равен 0,465 Н/м. Считать, что ртуть совершенно не смачивает стекло. 

Ответ: Р = 780 Н. 



Глава 13 


Тепловое расширение 
твердых и жидких тел 


) 


С ростом температуры возрастает кинетическая энергия теплового движения 
молекул и вследствие этого возрастает среднее расстояние между ними. С тер¬ 
модинамической точки зрения это означает, что увеличивается потенциальная 
энергия взаимодействия молекул. При этом происходит расширение как твер¬ 
дых, так и жидких тел. Имеет смысл говорить о линейном расширении только 
твердых тел. При нагревании 

/ = / 0 (1 + аі 0 ), (13.1) 

где / — линейный размер при температуре 1° С, Іо — размер при 0°С, а — коэф¬ 
фициент линейного расширения. Обычно длину при нагревании на Аі° опреде¬ 
ляют по формуле 

І2 = Іі[1 + а(іЪ -*?)], (13.2) 

где /і и /2 — линейные размеры при температурах 1° Си 1% С. 

Оценим ошибку при расчете по формуле (13.2). Если известен размер тела 
при 1\ при температуре то из (13.1) можно определить длину при <°С = 0°С: 

= ^і/(1 + а *і)- 

Тогда 

І2 = /о (1 + а < 5 ) = + а ^2)/(1 + а *і)‘ 

Можно считать, что 

1/(1+ о<5) » 1 -аі 0 ! 

с точностью до членов порядка (аі°) 2 . Отсюда 

І 2 = І і(1 ~ «<°)(1 + а < г ) » М 1 + «(<2 ~ *?))• 

Таким образом, формулой (13.2) можно пользоваться, если членами порядка 
(а і 0 ) 2 можно пренебречь. 

Объем тела изменяется по закону 

Ѵ = Ѵ 0 (1 + /Й°), (13.3) 

где Ѵо — объем тела при 0°С, /3 — коэффициент объемного расширения. Найдем 
связь между коэффициентами объемного и линейного расширения /3 и а. При 
нагревании кубика длина стороны изменяется по закону (13.1), а объем кубика 

V = !%(!+ аі 0 ) 3 . 
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В то же время, согласно (13.3), 

Ѵ=Ѵ 0 (1 + /Й°). 

Приравнивая эти два выражения, получим 

1 + За/ 0 + 3(а/ 0 ) 2 + (а/ 0 ) 3 = 1 + /?/°, 

откуда /? = За, если пренебречь членами порядка (а/ 0 ) 2 . Это соотношение спра¬ 
ведливо для небольших значений температуры, пока произведение аі 0 действи¬ 
тельно мало. Заметим, что а — величины порядка 10 -6 — 10" 5 1/К. При на¬ 
гревании изменяется плотность веществ, масса остается постоянной, а объем 
увеличивается: 

р — т/Ѵ. 

Подставив в эту формулу (13.3), получим 

т _ Ро 

Р ~ Ѵ О (1+0І°) ~ 1 + 0і°' 
где ро — плотность при 0°С. 


Примеры решения задач 

Задача 1. Стержень длиной ко, сделанный из материала с коэффициентом ли¬ 
нейного расширения а и стержень длиной /го, сделанный из материала с коэф¬ 
фициентом линейного расширения «г, спаяли и получился стержень длиной 
/ 10 + ко- Определить коэффициент линейного расширения стержня. 

Дано: Ію, ко, «і, а — ? 


Решение. При нагревании на Д/° длина каждого стержня увеличивается: 
/і = /щ(1 + «і<°), к = Ьо(1 + °2/ 0 )- 
Длина нового стержня 

/ = (ко + /го)(1 + оі 0 ). 

В то же время эта длина равна сумме к + к : 

(ко + Ьо)(1 + ®/°) = /ю(1 + «і/°) + Ьо(1 + « 2 /°)> 


откуда 


(*іко + <* 2*20 
ко + ко 


Задача 2. На сколько изменится вес тела, помещенного в керосин, если керо¬ 
син нагреть на 50°. Тело представляет собой медный шарик радиусом г = 2 
см. Коэффициент линейного расширения меди а м = 1,7 • 10 -5 К -1 , коэффи¬ 
циент объемного расширения керосина /? к = 0,001 К -1 , плотность керосина 
р К = 0,8 • 10 3 кг/м 3 при /° = 20°С. 

Дано: г = 0,02 м, Д/° = 50°С, а и = 1,7 • 10" 5 К" 1 , /? к = 0,001 К" 1 , р к = 

= 0,8- 10 3 кг/м 3 ; АР — ? 

Решение. Изменение веса обусловлено изменением выталкивающей силы 
при нагревании ' 

АР = АР ВЫТ . 
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Выталкивающая сила при есть 

Т'выті = рк\Ѵ\д, 


при <5 

Объем шарика равен 


Р выт2 = РкіѴзд. 


Ѵі = (4/3)ят 3 ; Ѵз = Ѵі(1 + А. А1°), 

поскольку 

/?„ = За„, Ѵз = Ѵі(1 + За м Ді°). 

Плотность керосина при изменении температуры становится равной 



Р к2 = 


Рк\ 


1 + /ЗкД< 0 ’ 


откуда 


др = [т + •"= Л1 ( ‘■ѴааТ - О 

ДР = 0,8 • 10 3 • (4/3) • 3,14 • 8 • 10- 6 • 9,8 (^у^оГ"^) И = 0,251Н. 


Задача 3. Диаметр колеса паровоза при температуре <§ = 0° С составляет <1а = 
= 2 м. Определить разность числа оборотов колеса летом при температуре 
і\ = 35°С и зимой при температуре 1\ = —25° С на пути пробега тепловоза 5 = 
200 км. Коэффициент линейного расширения а = 1,2-10 -5 К -1 . 

Дано: 1\ = 35°С, і° 2 = -25°С, 5 = 200 км (2 • 10 5 м), а = 1,2 • ІО" 5 К" 1 , Л 0 = 
= 2 м; Дп — ? ч 

Решение. При изменении температуры изменяется длина окружности коле¬ 
са, и поэтому число оборотов на одном и том же расстоянии также будет иным. 

Число оборотов, совершаемых колесом при температурах и <§. соответ¬ 
ственно равно 

7*1 = з/тгсіі и 7*2 = 8/жЛз, 

где <1і = ф)( 1 + а<5) и із = <* 0 (1 + а*?)- 
Окончательно, 


Дп 7*2 7*1 тгДі ЖІо (і + а <2 1 + 0 <® ^ ’ 

^ = м (і + (1/К)К + 1 + (1/К)к) = 1 ’ 

л 2 • ІО 5 ( 1 1 \ „ ПЛ „ „ 

” — 3,14-2 VI — 1,2 - 10“ 5 - 25 1 + 1,2-10~ 5 • 35 / “ ’ 


Задача 4. Стальной бензобак автомобиля емкостью Ѵо = 70 л полностью за¬ 
полнен бензином при температуре 20°С. После этого автомобиль оставили на 
солнце, и бак разогрелся до 50°С. Сколько бензина вытечет из бака? Коэф¬ 
фициент объемного расширения бензина 1 • 10 -3 К -1 , коэффициент линейного 
расширения стали 1,2 • 10 -5 К -1 . 
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Дано: ѴЬ = 70 л (7 • 10~ 2 м 3 ), і\ = 20°С, і° 2 = 50°С, р б = 1 • 10~ 3 К" 1 , а ст = 
= 1,2.10-*К -1 ; АѴ — ? 

Решение. При нагревании расширяются бензин и бак. Объем бензина при 
нагревании изменяется по закону 

^ Ѵі = Ѵ 0 (1 + р б Аі°). 

Изменение объема бензина равно 

ДКі = Ѵі-Ѵ 0 = ѴоРоАі 0 . 

Изменение объема бака равно 

ДГ 2 = Ѵ 2 -Ѵ 0 = Ѵ 0 р ст Аі°. 

Объем вытекшего бензина равен 

АѴ = Д V) - ДГ 2 = ѴоАі°(Р б - р ст ). 

Коэффициент объемного расширения стати равен 

Р ст = За ст = 3,6- 10 -5 К -1 . 


Следовательно, 


АѴ = 7 • 10" 2 • З0(10" 3 -3,6-10“ 5 ) = 0,2- 10~ 2 м 3 , 
АѴ и 2л. 


Задача 5. Сташьная башка закреплена между двумя стенами при температуре 
10°С. С какой силой концы балки будут давить на стены при температуре 35°С? 
Площадь поперечного сечения башки 5 = 50 см 2 . Модуль упругости стали Е = 
= 2,1 • 10 11 Н/м 2 . 

Дано: і° = 10°С, 1° 2 = 35°С, 5 = 50 см 2 (5 • 10- 3 М 2 ), Е = 2,1 • 10 п Н/м 2 , 

а = 1,2 • 10 -8 К _1 ; Е — ? 


Решение. Сила, с которой балка давит на стену Р — <т5, где <х — напряже¬ 
ние, возникающее в балке при ее деформации. Из закона Гука следует 


Ы 

/і 



(13.4) 


где АІ = І 2 — 1\ — удлинение балки при нагревании. Поскольку 

/ 2 = /і(1 + аА1°), 


АІ = ІіаАі 0 . (13.5) 

Подставив (13.5) в (13.4), получим 

(*Д<° = (т/Е, 


откуда 

(г = ЕаАі 0 . 

Тогда искомая сила 

Г = сг 5 = ЕаЗАі 0 , 

[Р] = ( Н/м 2 )(1/К)м 2 • К = Н, 

Р = 2,1 • 10 й 1,2-10 -5 • 5 ■ 10 _3 ■ 25 Н = 315 • 10 3 Н = 3,15 • 10 5 Н. 
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Задача 6. Биметаллическая пластинка состоит из двух пластинок, коэффици¬ 
енты линейного расширения пластинок «і и « 2 , толщина пластинок Л. Опре¬ 
делить радиус кривизны Я биметаллической пластинки после нагревания ее на 
Аі°С. 

Дано: « 1 , « 2 . Ф А<°С; К — ? 

Решение. При нагревании одна пластинка удлиняется больше, чем дру¬ 
гая, так как коэффициенты линейного расширения пластинок разные (пред¬ 
положим, что с*і > аг). поэтому биметаллическая пластинка искривляется 
(рис. 13.1). 

Длины пластинок после нагревания равны соответсвенно 
/і = /ю(і + «і Д(°); І 2 = /го(1 + СХ 2 АІ 0 ). . 

С другой стороны (рис. 13.1) 

Іі = К\Аір, где Яі = Я+сІ/2,- 
/ 2 = Н. 2 А<р, где Н 2 = Я — і/ 2. 

Тогда 

(Д + і/2)Д Ѵ р = /іо(1 + а 1 Д<°), (13.6) 

(Я-«1/2)Д^ = /2о(1 + «2Д< 0 ), (13.7) 

где Ію = І 20 — длины пластинок при начальной температуре. Разделив (13.6) на 
(13.7), получим 

Я + Л/2 1 + огіДі 0 

Я-<1/2 ~ 1 + а 2 А1 0 ' 

Окончательно 

^ _ < 1(2 -Г (огі + с>2)Д^°) 

(»! - а 2 )Д<° 

Задачи для самостоятельного решения 

Задача 1. Чему равен коэффициент линейного расширения стали, если извест¬ 
но, что при силе, растягивающий стальной стержень, Р — 240 Н он удлиняется 
так же, как и при нагревании на 1 К. Модуль упругости Е = 2 • 10 4 Н/м 2 . 

Ответ: а = 1,2 • 10 -5 К -1 . 
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Задача 2. Как должны соотноситься длины /і и / 2 двух стержней, сделанных 
из разных материалов с коэффициентами линейного расширения оі е Оз, чтобы 
при любой температуре разность длин стержней оставалась постоянной? 

Ответ: ві/с» 2 =/з//і. 

Задача 3. Сообщающиеся сосуды заполнены жидкостью, имеющей температуру 
<і • При нагревании жидкости в одном из сосудов до температуры уровень 
жидкости установился в этом сосуде на высоте к 2 , а в другом на высоте Лі. Найти 
коэффициент объемного расширения жидкости. 

Ответ: /? = (Л 2 — Л 1 )/(Лі<5 — * 

Задача 4. Вес куска металла, погруженного в известную жидкость, уменьшает¬ 
ся на А Р\ при температуре 1“ и на Д Рі при температуре 1|. Определите коэф¬ 
фициент линейного расширения металла. Коэффициент объемного расширения 
жидкости 0 Ж . 

Ответ: 

1 Г а/М1 + А««5)-АА(1 + А-<?) 1 

з |дл(і + - ди 2 (і + /?*<;)<? ]' 

Задача 5. Стальная и бронзовая пластинки одинаковой толщины о = 0,2 мм 
склепаны на концах так, что при температуре Т\ = 293 К образуют плоскую 
биметаллическую пластинку. Каков будет радиус изгиба этой пластинки при 
температуре 7і = 393 К ? Коэффициенты линейного расширения стали и бронзы 
<*і = 1,Ы0- 4 К -1 , о 2 = 2 - ІО" 5 К" 1 . 

Ответ: 4,4 м. 

Задача в. Для хранения нефть наливают в цилиндрическую цистерну высотой 
Л = 6 м при температуре 0°С. До какого уровня можно налить нефть, чтобы при 
повышении температуры до I е = 30®С она не выливалась из цистерны? Расшире¬ 
нием цистерны пренебречь. Для нефти 0 = 0,001 К -1 . 

Ответ: 5,8 м. 


1 
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Закон сохранения энергии 
в термодинамике. 
Уравнение теплового баланса 


Система, предоставленная самой себе, стремится к равновесному состоянию. 
Равновесное состояние в термодинамике означает, что температура и давление 
во всех точках будут одинаковы. В равновесном состоянии прекращается про¬ 
цесс теплопередачи. 

Если система изолирована, то, очевидно, что при переходе в равновесное 
состояние какие-то части системы отдают тепло (фі < 0), какие-то получают 
(<2 2 > 0). При этом, поскольку АО = 0 (система изолирована), то (?і + С ?2 = 0. 
Это выражение можно переписать в виде 

^ отд = Фполі 

где (Зотд = |<2і|, О 2 = |<2„ол|. В ряде процессов тепло может поглощаться или 
выделяться телом, и эти процессы не приводят к изменению температуры тела, 
как это наблюдается почти при всех фазовых превращениях. 

Плавление — процесс превращения кристаллического твердого тела в жид¬ 
кость. Процесс плавления происходит при постоянной температуре, при этом 
тепло поглощается. 

Удельная теплота плавления А равна количеству теплоты, необходимому 
для того, чтобы расплавить 1 кг кристаллического вещества, взятого при тем¬ 
пературе плавления Т ПЛ 

А = 0/т. (14.1) 

Отсюда следует, что, зная А, можно определить <2, которое потребуется для того, 
чтобы перевести в жидкое состояние твердое тело массой т: 

<2 = Ат. (14-2) 

Поскольку температура плавления остается постоянной, то все количество те¬ 
плоты, сообщаемое системе, идет на увеличение потенциальной энергии взаимо¬ 
действия молекул, при этом происходит разрушение кристаллической решетки, 
т. е. О = АП. 

Процесс кристаллизации — это процесс, обратный процессу плавления. При 
кристаллизации жидкость превращается в твердое тело и выделяется количество 
теплоты, также определяемое по формуле (14.2). 
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Испарение — это процесс превращения жидкости в пар. Испарение происхо¬ 
дит с поверхности жидкости. В процессе испарения жидкость покидают самые 
быстрые молекулы, т. е. молекулы, способные преодолеть силы притяжения, со 
стороны молекул жидкости. Вследствие этого, если жидкость теплоизолирована, 
то в процессе испарения она охлаждается. 

Удельная теплота испарения г„ равна количеству теплоты, необходимому 
для того, чтобы превратить в пар 1 кг жидкости: 

г и = (2/т, (14.3) 

г„ зависит от температуры жидкости. В таблицах приводится г„ при темпера¬ 
туре кипения, откуда 

С2 = г„т. (14-4) 

Удельная теплота испарения уменьшается с ростом температуры. При испа¬ 
рении происходит увеличение потенциальной энергии взаимодействия молекул 
испарившейся части жидкости, т. е. 

ДИ = (2 = г„т. 

Конденсация — процесс, обратный процессу испарения. При конденсации 
пар переходит в жидкость. При этом выделяется тепло. Количество теплоты, 
выделяющейся при конденсации пара, определяется по формуле (14.4). 

Кипение — процесс, при котором давление насыщенных паров жидкости рав¬ 
но атмосферному, поэтому испарение происходит не только с поверхности, но 
и по всему объему (в жидкости всегда имеются пузырьки воздуха, при кипении 
давление паров в них достигает атмосферного и пузырьки поднимаются вверх). 
Очевидно, что с увеличением внешнего давления повышается температура ки¬ 
пения (и наоборот), т. е. 

Тк = /(Р). 

Теплота, сообщаемая системе, расходуется на изменение внутренней энергии, 
если механическая работа равна нулю, т. е. 

С2 = гт, 

где г — удельная теплота парообразования при температуре кипения жидкости. 

Примеры решения задач 

Задача 1. В калориметре находится 1 кг льда при температуре і\ = —40°С. В 
калориметр пускают 1 кг пара при температуре і\ = 120°С. Определить устано¬ 
вившуюся температуру и фазовое состояние системы. Нагреванием калориме¬ 
тра пренебречь. 

Дано: ші = Ш 2 = 1кг, 1\ = —40°С, 1% = 120°С. По таблицам находим 

теплоемкости льда, пара, воды: 

с л =2,1 • 10 3 Дж/кг • К, 
с„=2,2 • 10 3 Дж/кг • К, 
с„=4,2 • 10 3 Дж/кг • К, 
г„=2,26 • 10 6 Дж/кг, 

А л =3,3 • 10 5 Дж/кг _ 

1° х — ?'т п ,ш в ,7ті л — ? 
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Решение. Прежде чем составлять уравнение теплового баланса, <2отд = 
= <5„од, оценим, какое количество теплоты могут отдать одни элементы систе¬ 
мы, а какое количество теплоты могут получить другие. Очевидно, что тепло 
отдают пар 1) при охлаждении до 100°С, 2) при конденсации, 3) вода, сконден¬ 
сировавшаяся из пара, при остывании от 100°С. Тепло получают лед 1) при 
нагревании, 2) при плавлении, 3) вода, полученная из льда, нагревается от 0°С 
до какой-то температуры. Оценим, количество теплоты, отданное паром при 
процессах 1 и 2: 

<2от Д = с п гпі(іІ - Ю0°С) -I- гт 2 , 

Фотд = (2,2 • 10 3 • 1 • 20 + 2,26 • 10 е ) Дж = 2,30 • 10 6 Дж. 

Количество теплоты, получаемое льдом при процессах 1 и 2: 

^пол = Сл^лСО 0 — + ХтП \, 

<ЭпоЛ = (2,1 • 10 3 • 40 + 3,3 • 10 5 )Дж = 4,14 • 10 5 Дж. 

Из расчетов ясно, что ф отд > (} П ол- Растаявший лед затем нагревается. Опре¬ 
делим, какое количество теплоты нужно дополнительно, чтобы вода, образовав¬ 
шаяся из льда, нагрелась до 100°С: 

<Эпол = с в ті(100° - 0°) = 4,2 • 10 3 • 1 • 100 Дж = 4,2 • 10 5 Дж. 

Следовательно, суммарное количество теплоты, которое может получить лед в 
результате процессов 1-3, нагреваясь до 100°С, есть 

Фполе = 8,34 • 10 5 Дж, 

ФпОЛЕ ^ фоТД' 


Из последнего соотношения следует, что не весь пар будет конденсироваться. 
Часть оставшегося пара, можно определить из соотношения 


т п — (Фотд ^пал)/ ^ п> 

_ 23,00 10 5 — 8,34 - 10 5 
т "~ 2,26 10® 


кг = 0,65 кг. 


Окончательно, в калориметре будут находиться пар и вода при температуре 
і % = 100°С, при этом 

т„= 0,65 кг, т в = 1,35 кг. 


Задача 2. В кастрюлю налили холодной воды с 1° = 10°С и поставили на пли¬ 
ту. Через = 10 мин вода закипела. Через какое время і-і она полностью 
испарится? 

Дано: = 10°С, 1\ = Юмин(бООс), с в = 4,2 • 10 3 Дж/кг • К, г в = 

= 22,6 10 5 Дж/кг; < 2 —? 

Решение. Для испарения воды необходимо количество теплоты ф = г в т, 
где т — масса воды в кастрюле. От плиты поступает за единицу времени по¬ 
стоянное количество теплоты д, следовательно, 

<2 = д< 2 = г в т. (14.5) 

Количество теплоты С^і, поступившее от плиты за время і\ и нагревшее воду до 
температуры кипения равно 

і = с в т(<“ -і\). 
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Отсюда можно определить массу воды: 


т = 


9<і 


Подставив т в (14.5), имеем 




?<2 = Г в 


9<і 


Окончательно имеем 


І2 = 


г в <1 


<2 = 


«-(Ш-Ч)’ 

2,26 • 10 е • 600 


с = 3,59 • 10 3 с «1ч. 


4,2 10 3 -90 

Задача 3. На сколько температура воды у основания водопада высотой 1200 м 
больше, чем у его вершины? На нагревание воды затрачивается 70% выделив¬ 
шейся энергии. 

Дано: Л = 1200 м, т) = 70%, с в = 4200 Дж/кг • К; Аі° — ? 

Решение. При ударе падающей воды около основания водопада часть потен¬ 
циальной энергии Е п от = тпдН идет на нагревание воды: 

г)гпдН = тс в Аі°, 


откуда 


Аі° = 


Аі° = т]дН/с в , 
0,7 • 9,8 • 1200 о 


4200 


С= 1,96°С. 


Задача 4. Кусок льда массой 5 кг при температуре —30° С опустили в воду, 
имеющую температуру 70°С. Масса воды 20 кг. Какую температуру будет иметь 
вода, когда весь лед растает? Удельная теплоемкость воды 4,2 • 10 3 Дж/кг • К, 
льда — 2,1 • 10 3 Дж/кг • К, а удельная теплота плавления льда 3,4 • 10 5 Дж/кг. 
Теплообменом с окружающей средой можно пренебречь. 

Дано: т = 5кг, 1° 0 = -30°С, т г = 20кг, = 70°С, с л = 2100Дж/кг К, 

с в = 4200 Дж/кг • К, А = 3,4 • 10 5 Дж/кг; 1° — ? 

Решение. Конечное фазовое состояние системы по условию задачи — вода. 
Лед, нагреваясь, а затем плавясь, получает тепло. При нагревании льда от <§ до 
0°С лед получает количество теплоты, равное 

(?полі — тс л (*„л — <о)- 

Для плавления льда при температуре плавления необходимо количество теплоты 

1?пол2' 

фпол2 — НіА, 

в результате чего получаем воду при 0°С, нагревание которой до окончательной 
температуры 1° требует количества теплоты олз 

Сполз “ тс в (<° — 1 вл ). 

Суммарное количество теплоты, получаемое льдом, а затем водой, равно 
— ^пол == — I ) + гпА + тс в (і° — і° пя ). 
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\ 

Количество теплоты, отданное охлаждающейся водой: 

(І 2 = тгцсДі 0 -1\) < 0 , 

+ ^^2 — 0, ИЛИ (Іота = ^пал• 

Таким образом, 

тс л(С - <о) + тА + тс в (1° - і° пл ) = т х с „(<? - 1°), 

откуда 

<0 _ с в т і*і + с,т<° л - с л т(<° д - і° 0 ) + Ат 
с в (т + ті) 

1° = 36,8°С. 

Задача 5. Под колоколом воздушного насоса находится вода, масса которой 
п»х = 40 г, а температура 0°С. Воздух из-под колокола быстро откачивается. 
Благодаря интенсивному испарению части воды (насос откачивает пар) осталь¬ 
ная вода замерзает. Определить массу т„ образовавшегося льда," если его темпе¬ 
ратура также 1° — 0°С. г = 2,26 ■ 10 6 Дж/кг, А = 3,3 ■ 10 5 Дж/кг. 

Дано: т\ = 40 г (0,04 кг), 1° = 0°С, г = 2,26 10® Дж/кг, А — 3,3-10® Дж/кг; 
т л — ? 


Решение. За счет интенсивного испарения происходит потеря внутренней 
энергии неиспарившейся части жидкости, так как температура остается посто¬ 
янной I е = 0°С, происходит ее кристаллизация. Количество теплоты, получен¬ 
ное испарившейся частью воды, есть: 

^поя = гт п> 

где т п — масса испарившейся воды. Количество теплоты, отданное оставшейся 
частью воды, равно 

^отА = Ат л , 

где т л — масса замерзшей воды. Поскольку система изолирована, 

^пол = Фотді гтп п — Ат л . (14.6) 


Масса воды т равна 
Из (14.6) имеем 
Подстановка в (14.7) дает 
Окончательно имеем 


т = т„ + т л . 
т п = (А/г)т л . 
т л (1 + А/г) = т 


я ~ 1 + А/г’ 

0,04 

Шл ” 1 + 3,3 • 10 5 /2,26 • 10 е 


(14.7) 


I 


кг = 0,035 кг. 
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Задача 6. Построить график зависимости температуры в калориметре от вре¬ 
мени, если количество теплоты, сообщаемое системе, постоянно и равно ^ = 
= 100 Дж/с. В калориметре находился 1 кг льда при 1\ = —20°С. Теплоемкости 

льда с„ = 2,1 • 10 3 Дж/кг • К, 
воды с в = 4,2 • 10 3 Дж/кг • К, 
пара с„ = 2,2 • 10 3 Дж/кг К. 

Удельная теплота плавления А = 3,3 • 10 5 Дж/кг. Удельная теплота парообразо¬ 
вания г = 2,26 • 10 6 Дж/кг. 

Решение. Количество теплоты, необходимое для нагревания льда до 1° = 
= 0°С, есть <?! = с л ш(0 - (-20°)) Дж = 4,2- 10 4 Дж. 

Промежуток времени, за который лед нагреется до 0°С, равен 

Д<і = <?і/д = 4,2 • 10 4 /100 с = 4,2 • 10 2 с = 0,12 ч. 

Количество теплоты, требуемое для таяния льда, равно 

(^2 = Ат = 3,3- 10 5 Дж. 

Промежуток времени, за который лед полностью растает, есть 

Д <2 = 02ІЯ = 3,3 • 10 3 с = 0,92 ч. 

Количество теплоты, необходимое для нагревания воды от 0 до 100°С, есть 
Ѵз = с в т( 100° - 0°)Дж = 4,2-10 5 Дж. 

Промежуток времени, за который произойдет нагревание, равен 

Д< 3 = 4,2 10 3 с= 1,2ч. 

Для испарения воды требуется количество теплоты 

<2 4 = гт = 2,26 • 10 6 Дж. 

Промежуток времени, за который произойдет полное испарение: 

Д <4 = 2,26- 10 4 с = 6,3 ч. 

Затем будет происходить нагревание пара. Количество теплоты, необходимое 
для нагревания пара до 120°, равно 

. Оь = с„т(120° - 100°) = 4,4- 10 5 Дж. 

Промежуток времени, за который произойдет нагревание пара, равен 

Д< 5 = 4,4 10 3 с= 1,2ч. 

По полученным данным построена зависимость і°С = /(I) (рис. 14.1). 

Задача 7. На электрической плитке мощности 1 кВт кипит вода в чайнике. 
Найдите скорость истечения пара из носика чайника ѵ, если считать пар иде¬ 
альным газом. Давление пара Р на конце носика 1 атм, сечение носика 1 см 2 . 
Считать, что вся энергия плитки передается воде. 

Дано: N = 1 кВт (10 3 Вт), Р = 1 атм (ІО 5 Па), 5 = 1 см 2 (10 -4 м 2 ), г = 

= 2,26 • 10 6 Дж/кг, М = 0,018 кг/моль; ѵ — ? 

Решение. Количество теплоты, необходимое для превращения массы воды 
т в пар за промежуток времени I, равно = шг. По условию задачи вся энергия 
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плитки, равная N1, полностью передается воде, откуда масса воды, испарившей¬ 
ся за время і, равна 

т = Иі/г. 


Давление пара в чайнике постоянно и равно давлению насыщенного пара у по¬ 
верхности воды, но в носике пар уже не связан с жидкостью и поэтому мы 
можем к нему применить уравнение Клапейрона — Менделеева. Объем пара 
массы т при давлении Р = 1 атм (1°С — 100°С) равен: 

V = (т/МР)КТ. 

Весь пар проходит через сечение 3 со скоростью ѵ, т. е. V — ѵЗі. Скорость 
истечения пара 


ѵ 

V 


тКТ _ ШИТ _ N КТ 
~ МРЗі ~ гМРЗі ~ гМРЗ' 

ІО 3 -8,31-373 , „ с . 

2,26 - ІО 6 • 0,018 • 10 5 • 10 -4 **' С ~ ’ М/ ^' 


Задача 8. С какой скоростью свинцовая пуля должна удариться о преграду, 
чтобы она наполовину расплавилась, если при ударе на нагревание пули идет 
60% ее кинетической энергии? Температура пули до удара была 27°С. Удельная 
теплоемкость свинца 130 Дж/кг • К, удельная теплота плавления свинца 2,5 • 10 4 
Дж/кг, а температура плавления свинца і° лРЬ = 327°С. 

Дано: г] = 60%, і° 0 = 27°С, с Р ь = 130 Дж/кг • К, Арь = 2,5 • 10 4 Дж/кг, 

<°плрь = 327°С; ѵ - ? 

Решение. После удара пули о преграду происходит изменение кинетической 
энергии от тѵ 2 /2 до 0. Часть энергии идет на нагревание пули до температуры 
плавления, а затем на то, чтобы расплавить половину пули. В результате 

С) = ™с РЬ (<пл - <о) + ™\ Р ъ/2. 


Приравнивая 

г)Ек = < 2 , 
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получим выражение 


,?■ 


т)тѵ 2 /Ч = тср Ь (<пл ~ <о) + ™^рь/2, 


откуда 


V 2 = ( 2с рь(<пл “ і°о) + ^Рь)/*7і 



м/с = 366 м/с. 


Задача 9. Определить массу т воды, которая может быть превращена в лед 
при 0°С испарением эфира, масса которого М = 0,1 кг, а температура і\ = 20°С. 
Теплообмен происходит только между эфиром и водой. Начальная температура 
воды также 1\ = 20°С. Удельная теплота испарения эфира г = 3,8 • ІО 5 Дж/кг, 
удельная теплота плавления льда Л = 3,3ТО 5 Дж/кг, удельная теплоемкость воды 
с в = 4200 Дж/кг • К, эфира с э = 2100 Дж/кг • К. 


Дано: і\ = 20°С, М = 0,1кг, і° п „ = 0°С, г = 3,8 • 10 5 Дж/кг, Л = 

= 3,3 • 10 5 Дж/кг, с в = 4200 Дж/кг • К, с э = 2100 Дж/кг • К; т — ? 


Решение. Количество теплоты, необходимое для испарения эфира, равно 
<9 1 = <9пол = Мг > 0. Это количество теплоты отдается водой и эфиром при их 
охлаждении до 0°С и при замерзании воды: 


1^21 — Фотд — —М С э (<пл — ^і) — тс в(^пл — ^і) + ш\, 

где А — удельная теплота плавления льда. 

Тогда уравнение теплового баланса запишется в виде 

+(І2 = 0, 


или 


Мг + Мс в (і° л - і\) 4- тс л (і° п „ -і\) -тХ = 0., 


или 


Мг + Мс ъ {1\ - <пл) = гпс л {1\ - і° п „) + шА. 


Отсюда 


М [ г - с э (<?-<° л )1 

А + с в (<?-<» л ) ’ 

0,1 [ 3,8 • 10 5 - 2,1 • 10 3 • ( 20 ° - 0 °)] 

т ~ 3,3 • 10 5 + 4,2 • 10 3 • (20° — 0°) 


кг = 0,0816 кг яз 82 г. (14.9) 


(14.8) 


I 
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Задачи для самостоятельного решения 

Задача 1. В 1 л воды, температура которой 20°С, бросают кусок железа массой 
100 г, нагретого до 500°С. При этом температура воды повышается до 24°С и 
некоторое количество ее обращается в пар. Определите массу обратившейся в 
пар воды. 

Ответ: 4 г. 

Задача 2. К чайнику с кипящей водой подводится ежесекундно энергия, рав¬ 
ная 1,13 кДж. Найти скорость истечения пара из носика чайника, площадь се¬ 
чения которого равна 1см 2 . Плотность водяного пара считать 1кг/м 3 . 

Ответ: 5 м/с. 

Задача 3. Смесь, состоящую из 5 кг льда и 15 кг воды при общей температуре 
0°С, нужно нагреть до температуры 80°С пропусканием водяного пара с темпе¬ 
ратурой 100°С. Определите необходимое количество пара. 

Ответ: 3,57 кг. 

Задача 4. Какое количество теплоты надо затратить, чтобы 1 кг льда, взятого 
при — 20“С, превратить в пар? Удельная теплоемкость льда 2100 Дж/кг • К, воды 
— 4200 Дж/кг • К, удельная теплота плавления льда 3,3 • ІО 5 Дж/кг, удельная 
теплота парообразования 2,26 • 10 е Дж/ кг. 

Ответ: 3,05-10® Дж. 

Задача 5. В сосуд, содержащий 0,01 кг воды при температуре 10°С, положи¬ 
ли кусок льда, охлажденный до —50“С, после чего температура образовавшейся 
ледяной массы оказалась равной —4®С. Какое количество льда было положено 
в сосуд? Удельная теплоемкость воды 4200 Дж/кг • К, льда — 2100 Дж/кг • К, 
удельная теплота плавления льда 3,4 • 10 5 Дж/кг. 

Ответ: 0,04 кг. 

Задача 6 . Какое количество снега при температуре 0°С растает под колесами 
автомобиля, если он буксует в течение 20 с, а на буксовку идет 50% всей мощно¬ 
сти? Мощность автомобиля равна 1,7 • ІО 4 Вт, удельная теплота плавления льда 
3,4 • 10 5 Дж/ кг. 

Ответ: 0,5 кг. 

Задача 7. Свинцовая пуля массой 0,01 кг, летящая горизонтально со скоро¬ 
стью 500 м/с, попадает в неподвижный стальной кубик массой 90 г, лежащий 
на гладком горизонтальном столе. Какова будет температура обоих тел после 
удара? Удар считать абсолютно неупругим, температура пули в момент удара 
30®С, кубика — 20°С. Потерями тепла пренебречь. Удельная теплоемкость свин¬ 
ца 126 Дж/кг • К, стали — 460 Дж/кг • К. 

Ответ: 46,5 в С. 

Задача 8. 1 кг пара при 100°С выпускают в холодную воду, взятую в количестве 

12 кг. Температура воды после конденсации в ней пара поднялась до 70°С. Како¬ 
ва была первоначальная температура воды? Удельная теплота парообразования 
воды 22,6 • 10® Дж/кг, удельная теплоемкость воды 4200 Дж/кг • К. 

Ответ: 22 е С. 

Задача 9. С помощью механического молота массой 600 кг обрабатывается же¬ 
лезная поковка массой 205 кг. За 35 ударов поковка нагрелась от 10 до 18°С. 
Какова скорость молота в момент удара? Считать, что на нагревание поковки 
затрачивается 70% энергии молота. Удельная теплоемкость железа 460 Дж/кг • К. 
Ответ: 10 м/с. 
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Задача 10. В колбе находилось 518 г воды при 0°С. Откачивая из колбы воздух 
и водяные пары, воду заморозили. Какое количество воды при этом испарилось? 
Удельная теплота парообразования воды при 0®С равна 2,54 • 10® Дж/кг, удельная 
теплота плавления льда 3,35 • 10 5 Дж/кг. 

Ответ: тп = 0, 06 кг. 
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ФИЗИКЕ. В помощь поступающим в ВУЗ’ы. Часть 2. — 16 л., 

ил. — 80 руб. 

Предлагаемое пособие по физике поможет самостоятельно подго¬ 
товиться к выпускным экзаменам в школе и успешно сдать вступи¬ 
тельные экзамены в ВУЗ. В нем излагаются наиболее сложные для 
понимания школьниками вопросы физики и приводятся подробные 
решения задач. Как и в первой части, авторы, имеющие большой 
опыт работы с абитуриентами, учат грамотному подходу к решению 
задач. Вторая часть посвящена электростатике, постоянному току, 
магнетизму, колебаниям и волнам, геометрической оптике, волновой 
оптике, атомной и ядерной физике, причем сначала излагается необ¬ 
ходимый теоретический материал, а затем приводятся примеры ре¬ 
шения задач. 

Для школьников старших классов и абитуриентов. 
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Сульман Р. ЗАВЕЩАНИЕ АЛЬФРЕДА НОБЕЛЯ. ИСТО¬ 
РИЯ НОБЕЛЕВСКИХ ПРЕМИЙ: Пер. с англ. — 8 л., ил. — 
10 руб. 

В увлекательной книжке шведа Рагнара Сульмана, ассистента и 
секретаря А. Нобеля, рассказывается история создания специального 
фонда, учрежденного для ежегодного награждения деятелей науки, 
культуры и политики за новейшие выдающиеся достижения и за более 
ранние работы, если их значение стало очевидным позднее, независи¬ 
мо от расы, национальности, пола и вероисповедания. Условия заве¬ 
щания, его необычные цели, а отчасти и неконкретная форма, в ко¬ 
торой оно было составлено, произвели настоящую сенсацию. Нашлось 
и немало скептически настроенных людей; вскоре имя Нобеля оказа¬ 
лось под прицелом критики и нападок за "недостаток патриотизма”. 
Лишь по истечениии четырех лет судебного разбирательства, часто 
Сопровождавшегося ожесточенными столкновениями сторон, все мы¬ 
слимые препятствия были окончательно преодолены, что позволило 
облечь завещание в ясную форму и создать Нобелевский фонд. 

Для всех ученых, деятелей науки, культуры, политических деяте¬ 
лей и широкого круга читателей. 





Кальоти Дж. НАРУШЕННЫЕ СИММЕТРИИ В НАУКЕ 
И ИСКУССТВЕ: Пер. с нем. — 10 л., ил. 

Возможно ли на современном уровне научного знания и худо¬ 
жественного моделирования преодолеть или сузить пропасть, раз¬ 
деляющую, по словам Ч. Сноу, ”две культуры” — гуманитарную и 
естественно-научную? Можно ли и нужно ли в описании физической 
реальности стремиться к объединению чувственного и рационально¬ 
го? Какова степень определенности в понимании и рационалистиче¬ 
ском объяснении физических явлений? Имеются ли границы у экс¬ 
периментального метода? 

Для ответа на эти и другие вопросы известный итальянский физик 
Джузепе Кальоти привлекает в своей книге методы и данные синер¬ 
гетики, квантовой физики, атомной и молекулярной спектроскопии, 
теории восприятия, экспериментальной психологии и эстетики, тео¬ 
рии структурных фазовых переходов и критических явлений, теории 
информации и самоорганизации диссипативных структур. 

Для широкого круга научной и художественной интеллигенции, 
для студентов и всех любознательных. 






У ВАС ЕСТЬ ПРОБЛЕМЫ 
с публикацией Ваших научных статей? 

Ваших издателей не устраивает качество набранных Вами формул? 

У Вас есть компьютер и нет программы для набора 
сложных научно-технических текстов? 

ЗНАЧИТ — ВАМ СРОЧНО НУЖЕН Т^Х! 

гр у это универсальная система электронного набора и верстки, в 

-^гА которой ведущие научно-технические издательства мира пред¬ 
почитают получать от авторов их материалы. В этой системе можно поли¬ 
графически безупречно набрать самую замысловатую формулу, даже такую: 
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Вы теперь убедились: 
Вам нужен Т^Х! 
Значит Вам нужна 

Ассоциация 
пользователей 
кириллического Т^Х’а 

СугТІЮ 


Вступив в СугТѴС, Вы сможете: 

★ получить базовые комплекты системы Т^Х (риЫіс Йошаіп); 

★ обмениваться Технической информацией с нашими и зарубежными пользователями; 

★ участвовать в конференциях и посещать курсы, организуемые СугТІЮ; 

★ публиковать результаты своих ТеХразработок. 

Мы поможем Вам вступить в СугТІЮ, если Вы свяжетесь с нами 
, по телефону 286-06-22 или е-таіі: сугІи§@тіг.т8к.8и. 

Исполнительный директор — Маховая Ирина Анатольевна 

РОССИЯ, 129820, Москва, 1-й Рижский переулок, д. 2, 

Издательство “Мир”, СугТІЮ, Маховая И.А. 


Туреаеі Ьу 



































































